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1. Module
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Definition 1. FEin Tupel (M,+,-,0) mit 0 € M und Abbildungen
+:MxM-—>M
tAXM->M

nennen wir ein A-Modul, falls fir alle m,my,ms € M und a,ay,as € A gilt

e (M,+,0) ist eine abelsche Gruppe. _

) T
» (a1a2) -m=aj - (a2 & m) Trseft A? \ \C ’
¢ (al + a2) "m=a;-m+ az-m so habenm w o‘@-‘
. a-(TfL +7ﬂ2) =a-myp+a-msy DL—% Vo't croumnwan S
el-m=m

Be.'ts‘)‘m 2
1. Mo Veldeorromwe sed  Module
T AR L , AR 9B, (L sk @ B A-MaL)

Definition 3. Sei I eine Indexmenge, so sagen wir {m; € M : i€ I} erzeugt M, falls
M = { Z ajm; :J < I endlich, a; € A}
jeJ

und nennen die Menge A-linear unabhdangig, falls

Z a;mj =0 und aje A, J < I endlich= a; =0.

jeJ

Letztendlich nennen wir die Menge eine A-Basis, falls sie M erzeugen und A-linear unabhdingig
sind. M nennt man frei, falls es eine A-Basis besitzt.

Proposition-Definition 4. Besitzt M zwei A-Basen, so ist ihre Anzahl gleich. Also ist

Rang(M) = Anzahl Elemente einer Basis
wohldefiniert und heisst der Rang von B. lw&(\;\ = diu h(\,)

Lemma 5. Ist A ein Hauptidealring und M frei, so ist jeder A-Untermodul N € M frei und es
gilt

Rang(N) < Rang(M).
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Definition 6. b € B heisst ganz iiber A, falls es ein nicht-konstantes, normiertes Polynom f € Alz]
gibt mit

fb) =b"+ an_1b" 1+ ... +a9=0.
B heisst ganz tiber A, falls alle Elemente in B ganz tiber A sind.

Lemma 7. Folgende Aussagen sind daquivalent:
(1) Alby,...,by] ist ganz tber A.
(2) by, ...,b, € B sind ganz tiber A.
(3) Alby,...,by] ist ein endlich erzeugter A-Modul.
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Definition 9. Wir definieren den ganzen Abschluss von A in B als

A ={be B:b ganz iber A}

und nennen A ganzabgeschlossen in B, wenn A = A gilt. Ist A ein Integritdtsbereich, so nennen
wir A normal, wenn A ganzabgeschlossen in seinem Quotientenkiorper ist.

Satz 10. A ist ein Ring.

)\QL ek = \O&(l‘L ‘Q"‘ A = AC&"L\LZ—S &"‘ A -
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Definition 11. Wir definieren den Ring der ganzen Zahlen von K als
Ok =Lk :={be K : b ganz tber Z}.

Bemerkung 12. Die bisher definierten quadratischen Zahlringe sind die ganzen Zahlen von Q(\/J)

04 = {be Q(Vd) : tr(b) € Z,N(b) € Z} = Og(ya)-

Q(Vd
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Proposition-Definition 13. Seive K, so ist T, : K — K,z — vz Q-linear. Die Abbildung

Trgsg: K — Q, v trace(T,)
nennen wir Spur und sie ist auch Q-linear.

Bemerkung 14. Die bisher definierte Spur fiir quadratische Zahlkorper

tr: Q(\m) - Q,a+bVd— 2a

stimmt mit der oben definierten Spur iiberein.

Proposition 15. Folgende Abbildung ist eine nicht-ausgeartete Q-Bilinearform

B:KxK—Q,(v,w)— Trgg(vw)

Definition 16. Sei vy,...,v, € K eine Q-Basis von K, so definieren wir

d(vi, ..., vp) 1= det ((ﬁ(ﬂ“ zrj)),_,)
als die Diskriminante der Basis. ;m_kﬁ“ ( Q)
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Lemma 18. Sei by,...,b, eine in Ok gelegene Q-Basis von K und d die Diskriminante, so gilt

dOk S Zby + ... + Zb,.
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Satz 19. Ok besitzt eine endliche Z-Basis mit Rang(Ok) = [K : Q].

O{(Q(C_?(la& ,-'\'&Ia = M o ™ 10{(9( U ~Modula (l‘-{ Lred

Lemma 5. Ist A ein Hauptidealring und M frei, so ist jeder A-Untermodul N < M frei und es
gilt

Rang(N) < Rang(M).
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Korollar 20. Ist by, ..., b, € Ok eine Z-Basis von O, so ist by, ...,b, eine Q-Basis von K.
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Definition 21. B heisst noethersch, falls jede aufsteigende Folge von Idealen
Byc B <.

stationdar wird, d.h. es existiert ein n = 0 mit B,, =

B; fir alle i = n.
Lemma 22. Ist B/I endlich fiir jedes Ideal I # 0, so ist B noehtersch.

Boc B =2 R,/B. =8, (B c. . =B(R « Budlida
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Satz 23. Oy ist noehtersch.
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Definition 24. Ein noetherscher, normaler Integritdtsbereich, bei dem jedes von Null verschiedene
Primideal ein Mazimalideal ist, nennen wir Dedekindring. )

Satz 23. Ok ist ein Dedekindring.
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Lemma 8. Secien A< B < C Ringe, C ganz iiber B und B ganz tiber A, so ist C' ganz iiber A.
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Lemma 25. Ist B ganz iber A, so ist B ein Korper genau dann, wenn A ein Korper ist.
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