
1. Die Pell Gleichung

Pell Gleichung: x2 ´ dy2 “ 1 pd P N` kein Quadratq
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Satz 1 (Dirichlet Lemma). Sei x P R und N P N`. Dann gibt es p, q P Z teilerfremd mit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

qpN ` 1q
und 1 ď q ď N.

Korollar 2. Sei x P RzQ. Dann gibt es unendlich viele p, q P Z teilerfremd mit |qx´ p| ă 1
q .

Theorem 3. Die Pell Gleichung x2´dy2 “ 1, 0 ă d ‰ n2, hat eine nichttriviale Lösung px, yqP Z2.

Korollar 4. Die Pell Gleichung x2´dy2 “ 1, 0 ă d ‰ n2, hat unendlich viele Lösungen px, yq P Z2.

Die Lösungen von x2 ´ 2y2 “ 1:

p˘3,˘2q, p˘17,˘12q, p˘99,˘70q, p˘577,˘408q, p˘3363,˘2378q, ...
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2. Quadratische Zahlkörper und Zahlringe

Zahlkörper: endliche Körpererweiterungen von Q
quadratischen Zahlkörper: Qp

?
dq (d P Zzt0, 1u quadratfrei)

Qp
?
dq “ Q`Q

?
d “ ta` b

?
d | a, b P Qu

Konjugation, Norm, Spur:

: Qp
?
dq Ñ Qp

?
dq

z “ a` b
?
d ÞÑ z – a´ b

?
d

N : Qp
?
dq Ñ Q tr : Qp

?
dq Ñ Q

z “ a` b
?
d ÞÑ a2 ´ db2 “ z ¨ z z “ a` b

?
d ÞÑ 2a “ z ` z

Npz ¨ wq “ Npzq ¨Npwq trpz ` wq “ trpzq ` trpwq

Definition 5. Od – tz P Qp
?
dq | trpzq P Z, Npzq P Zu Ď Qp

?
dq heißt quadratischer Zahlring.

Lemma 6. Od ist tatsächlich ein Unterring, und es gilt:

‚ Od “ ta` b
?
d | a, b P Zu “ Z` Z

?
d falls d ” 2, 3mod 4

‚ Od “ t
a`b

?
d

2 | a, b P Z und a ” bmod2u “ Z` Zω mit ω “ 1`
?
d

2 falls d ” 1mod 4
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√
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d≡ 2, 3 mod 4

1

√
d

d≡ 1 mod 4

3. Einheiten in quadratischen Zahlringen

Lemma 7. Für z P Od ist z P Oˆd ðñ Npzq “ ˘1 .

Korollar 8. Für a, b P Z gilt:

‚ a` b
?
d P Oˆd ðñ a2 ´ db2 “ ˘1 falls d ” 2, 3mod 4

‚ a`b
?
d

2 P Oˆd ðñ a2 ´ db2 “ ˘4 falls d ” 1mod 4

Satz 9. Im imaginär-quadratischen Fall d ă 0 sind alle Einheiten Einheitswurzeln. Konkret:

Oˆ´1 “ xξ4y Oˆ´3 “ xξ6y Oˆd “ xξ2y “ ˘1 für d ď ´5 oder d “ ´2

Lemma 10. Im reellquadratischen Fall d ą 0 ist Oˆd X p1,Mq endlich für alle M ą 1.

Satz 11. Im reellquadratischen Fall d ą 0 gibt es ε P Oˆd , ε ‰ ˘1, sodass Oˆd “ t˘εk | k P Zu.

Theorem 12. Sei d P Zzt0, 1u quadratfrei und U Ď Od die multiplikative Gruppe der Ein-

heitswurzeln im Ganzzahlring Od des Körpers Qp
?
dq. Dann gilt:

Oˆd –

#

U d ă 0

U ˆ Z d ą 0
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