1. DIE PELL GLEICHUNG

Pell Gleichung: 2% —dy? =1 (d e N* kein Quadrat)

° d=2

\Cn
/.

2® —dy* = (v + Vdy)(z — Vdy)
Satz 1 (Dirichlet Lemma). Sei x € R und N € N*. Dann gibt es p,q € Z teilerfremd mit
‘ _ p‘ o

und 1<qg<N.
al a(N+1)

Korollar 2. Sei x € R\Q. Dann gibt es unendlich viele p,q € Z teilerfremd mit |gx — p| <

1
.
Theorem 3. Die Pell Gleichung x*>—dy? = 1,0 < d # n?, hat eine nichttriviale Losung (x,y)€ Z2.
Korollar 4. Die Pell Gleichung 2*—dy? = 1, 0 < d # n?, hat unendlich viele Lésungen (x,y) € Z2.

Die Losungen von z2 — 2y% = 1:

(+£3,42), (£17, +12), (+99, £70), (+577, +408), (+3363, +2378), ...
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2. QUADRATISCHE ZAHLKORPER UND ZAHLRINGE

Zahlkorper:  endliche Korpererweiterungen von Q
quadratischen Zahlkérper:  Q(v/d)  (d € Z\{0,1} quadratfrei)

Q(Wd) =Q+QVd = {a+bVd|abeQ}
Konjugation, Norm, Spur:
0: QWd)—QWd)
z=a+bd—zZ=a—-bVd

N: QWd) —Q tr:  QWd) —Q
z=a+bWd—d—d® =22 z=a+bVd—2a=2+7%
N(z-w) = N(z)  N(w) tr(z + w) = tr(z) + tr(w)

Definition 5. Oy = {z € Q(+/d) | tr(z) € Z, N(z) € Z} < Q(+/d) heifit quadratischer Zahlring.
Lemma 6. Oy ist tatsachlich ein Unterring, und es gilt:

e Oy={a+bVd|a,beZ}=7+7ZVd fallsd=23mod4
. Od:{%\/&\a,bez und a =bmod2} =7Z + Zw mitw:H—ﬁ falls d = 1mod 4

d=2,3mod 4 d=1mod 4
v v
|

3. EINHEITEN IN QUADRATISCHEN ZAHLRINGEN

Lemma 7. Firze Oy ist z€ Q) < N(z)=+1
Korollar 8. Fir a,be Z gilt:

e a+b/de Of < a>—db®> =41 falls d =2,3mod4
o VI X s g2 —db? = +4  falls d = 1mod 4

Satz 9. Im imagindr-quadratischen Fall d < 0 sind alle Finheiten Einheitswurzeln. Konkret:
O0X, =& 0,y = (&) O =(&)=+1 fird< -5 oderd= —2

Lemma 10. Im reellquadratischen Fall d > 0 ist O n (1, M) endlich fir alle M > 1.

Satz 11. Im reellquadratischen Fall d > 0 gibt es e € O} ,e # *1, sodass O = {£e* | k € Z}.

Theorem 12. Sei d € Z\{0,1} quadratfrei und U < O die multiplikative Gruppe der FEin-
heitswurzeln im Ganzzahlring O4 des Korpers Q(\/d). Dann gilt:

< U d<0
0, =
UxZ d>0
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Satz 1 (Dirichlet Lemma). Sei z € R und N € N*. Dann gibt es p,q € Z teilerfremd mit
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Korollar 2. Sei x € R\Q. Dann gibt es unendlich viele p,q € Z teilerfremd mit |qr — p| < %
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Theorem 3. Die Pell Gleichung x*>—dy* = 1, 0 < d # n?, hat eine nichttriviale Lésung (z,y)€ Z2.
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Korollar 4. Die Pell Gleichung x*>—dy? = 1, 0 < d # n?, hat unendlich viele Lésungen (z,y) € Z>.
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Definition 5. Oy = {z € Q(+/d) | tr(z) € Z, N(z) € Z} < Q(\/d) heift quadratischer Zahlring.

Lemma 7. Oy ist tatsichlich ein Unterring, und es gilt:
e Og={a+bVd|a,beZ} =7 +7vd fallsd=23mod4
e Oy = {%\/E la,beZ und a=bmod2} =7 + Zw mit w = 1+—2‘/E falls d = 1mod 4
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Lemma 9. Firze Oy ist ze€0O] < N(z)=+1 .
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zw=A4 =3 A= = M(zw) =Wzl
= Wz) = 21

= +19=Nz=zZ2  =z1-£2

Korollar 10. Fir a,be Z gilt:
e a+bW/deOf — a®—db®>=+1 fallsd=2,3mod4
. %‘/EEO; «— a?> —db?> =+4 fallsd=1mod4
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Satz 11. Im imaginar-quadratischen Fall d < 0 sind alle Einheiten Einheitswurzeln. Konkret:

0% =) 0% = () Oy =<(&ay = %1 fiird < =5 oder d = —2
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Lemma 12. Im reellquadratischen Fall d > 0 ist O n (1, M) endlich fir alle M > 1.
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Satz 13. Im reellquadratischen Fall d > 0 gibt es e € O, # +1, sodass O = {+e" | k € Z}.
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Theorem 14. Sei d € Z\{0,1} quadratfrei und U < Oy die multiplikative Gruppe der Ein-
heitswurzeln im Ganzzahlring O4 des Korpers Q(v/d). Dann gilt:

(’);g U d<0
UxZ d>0



