st = 1. s0 konvergiert die Reihe

Theorem 2. Seise C. Fualls }
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n=1
absolut. Des Weiteren ist die Abbildung s — ((s) auf {s € C | Re(s) > 1} holomorph. Diese
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Abbildung wird Hismannzche Zefafunéiion genanni.
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Theorem 4. Die Riemannsche Zetafunktion ist i :
i fortsetzbar, und sie besitzt einen einfachen Pol bei s = 1 mit Residuum 1.
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Theorem 5. (Hulwr-Ideniicie). Fir He(a) = | gilt
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Sei nun K ein Zahlkérper und s eine komplexe Zahl. Falls i+t = 1. so konvergiert die Reihe

Ck(s) =

A

absolut, wobel a # 0 ein ganzes Ideal von Ok ist. Wir nennen die Abbildung s — (x(s) die
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Theorem 6. Die Dedekindsche Zetafunktion ist eisides
211} fortsetzbar, und sie besitzt einen einfachen Pol bei s = 1.

&

G

bty oo



Bsjo :
/() %m):/\,sz(g)

ol Pamzald

) O ~Char, vwodalo P

2) © q«/ﬁﬂf
az0 nodk p

Definition 8. Sein € N. Fin L¥yichisi-Charabier modulo » ist ein Gruppenhomomorphismus
(Z/nZ)* — S = {z eC \ || =T}
Wir bezeichnen mit dem trisviaion Diviehion-{harakiog vo o 1:, den Charakter, der konstant .
eins ist. Der triviale Charakter modulo 1 w1rd auch Ei i1 oy genannt. \m 6—6\'\ 7// ( a =
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Wir konnen eine Dirichlet-Charakter x modulo n zu einer Funktion auf ganz Z ausweiten. Wir
definieren » : % -+ £ durch
x(m) = {X(m mod n) ggT(n, m)=1
0 ggT(n, m) # 1.
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Sei a eine quadratfreie Zahl in Z\{0,1}. Fiur einen quadratischen Zahlkorper Q(y/a) ist der

sy A . Ty . . . S .

Dirichlet-Charakior wvor {2% wobei d die IHsiriminante ist. Die Diskriminante ist
b

gegeben durch

der Fomm

L N

d_{“
4a

Definition 14. Die f¥rickistsche L-Heifie ist definiert durch

falls a = 1 mod 4
falls a = 2 oder 3 mod 4. </_

x(n)

50

L(s, x) = o

n=1

wobei vy : ¥ —» O sin Durichiet-Tharalder. Falls Beis) > 1 konvergiert die Dirichletsche L-Reihe
absolut, da |x(n)| < 1. Wir nennen diese holomorphe Funktion die Iirichistoche L-Funkiion
2 -

Theorem 16. {#uler-ldentitfis) Sei x : Z — C ein Dirichlet-Charakter. Sei s € C und 6 > 0.
Falls Re(s) = 1+4, so konvergiert die Reihe L(s, x) absolut und gleichméssig. Des Weiteren ist die
Abbildung s — L(s, x) auf {s € C | Re(s) > 1} holomorph. Es gilt folgende Produktdarstellung:

1

p ist Primzahl

L(57 X) =

O Cam ) = X —

L—(J\,‘Z(,) = &(C"ZUA(/O = 11

~—

3

\
(,"l

n

AN D
A- 3+7 7 =
Ty



Theorem 21. Sei K = Q(V/d) ein gusadratizcher Zakilidrper, dann ist die Dedekindsche Zetafunk-
tion von der Form
Criey = (a1 h{s %),

wobet der Dirichlet-Character x von der Form x(n) = (%) ist.
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Theorem 23. (Dirichletsche Klassenzahlformel) Sei K = Q(+/d) eine quasiratisohe Fabikienor,
dann gilt

2
¥d (L %) falls d > 0,

Ine

o {‘L L1, x) fallsd < 02—

wobei I die Klasenzahl, w die Anzahl Einheitswurzeln und e gegeben ist durch
I
5= (t + uv/d).

Hier sind ¢, u die Fundamentaleinheit der Pell Gleichung.

Bemerkung 24. Der Korper K hat Klassenzahl f = 1 genau dann, wenn O ein: Haupitdesl] ist.
Des Weiteren existieren nur neun ism:zgindr-quadratische Zahlkorper Q(\/&) die Klassenzahl h = 1
besitzen. Diese neun Werte sind:

d=-1,-2,-3,-7,—-11,-19, —43, —67, —163.

Es wird vermutet, dass unendlich viele reoii-quadratischen Zahlkorper Q(+/d) die Klassenzahl b = 1
besitzen.

Definition 28. Sei K ein Zahlkérper und M eine Menge von Primidealen von K. Dann heisst

" . {pe M| N(p) <z}
o(M) = lim
=2 T o) <))

die naidviiche Dichiigheit von M, falls der Limes existiert.
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Chebotarevs D cHgV kodscak

Sei L eine endliche Sialoissche Hrowitprung iber dem Kérper K = Q. Sei G = L/Q die
dazugehorende (Jalolqgluppc Ser {7 conpuzationsivvariant. Des Weiteren sei die Menge
aller unverzweigten Primideale von @ ge, gob(‘n durch

Ac = {(‘P) < Z | (p) unverzweigt in L und (#) € C fiir ein Primideal iiber {p)}. —

wobei (%) der Frobeniusautomotphismus von p iiber Q. Dann hat die Menge Ao die natiirliche
Dichtigkeit =
) € Ac | M
5(Ac) = lim {(®) e Ao | Mp) <z}] _ |C]
= [{p) =Z M) <3} 1]

Theorem 31. (Dirichletscher Prlmzahlsatz). Seien a € Z und n € N teilerfrenyi. Dann ex-
istieren unesndiich viele Primeabien ¢ ongurent wu ¢ modaio o singd, Die Menge der Primzahlen,
die kongurent zu a modulo n smd beblt7en die natiirliche Dichte d({p ist Primzahl | p = amodn}) =
T wobei o(n) = [{be N |1<b<nund ggT(h,n) = 1}| die Eulersche Phi-Funktion ist.
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A) Was ist ein Didchlet - Chawkter und e kowen wir lanit
e Didchletsche - Tumbhon  defwiesen ?

2) Wie st oe Dedekindsche  Ahafiakbion definert 2
Wie seWd  die Dedelbmodsche  dafunlion ]@.;r gnen
Quodicodischen  Zohlbseper ,1oie  2um Baspid Q(-31), aus 2

3) Wie WifH us  Chebotarev's  Diddgleitssale  den

Dinclletschen Pamzadsate 7 beesen 2



