KREISTEILUNGSKORPER

QUIRIN REDING

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem n-ten Kreisteilungskorper Q(¢). Dabei bezeichnet
¢ eine primitive n-te Einheitswurzel, das heisst (" = 1 und ¢* # 1 fiir alle 1 < & < n. Die
Korpererweiterung Q(¢)|Q ist galoissch von Grad ¢(n), wobei wir mit ¢ die Eulersche Phi-Funktion
bezeichnen.

1. GANZE ZAHLEN

Die ganzen Zahlen in Q(¢) sind Z[¢]. Um das zu zeigen, beweisen wir den folgende Satz.

Satz 1. 1,¢,...,¢% ! mit d = p(n) ist eine Ganzheitsbasis fiir den Ring O der ganzen Zahlen von

Q(Q), d-h.
O=Z+7Z¢+ -+ Z¢ = Z[¢]

Fiir den Beweis benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2. Sein = ¢” eine Primzahlpotenz und X = 1 — (. Dann ist das Hauptideal (X\) € O ein
Primideal vom Grad 1 und fir d = o(n) ist

g0 = (A)".
Ferner hat die Basis 1,(,...,¢(% ! von Q(¢)|Q die Diskriminante

d(]-7 Ca s 7<d_1) = iq57

mit s = ¢" t(vg — v —1).

Beweis. Das Minimalpolynom von ( ist das n-te Kreisteilungspolynom

v v—1
m(X)= [ x-M= [] x-M=x"-n/(x* -1
1<k<n ke(Z/nZ)>
(k,n)=1
D G U NS LI |
Also ist ¢ ganz in Q(¢) und so auch
1—¢k
— 1 e k—1 = —_—
ep=14+C+ -+ ¢
Mit X =1 erhalten wir aus den obigen Gleichungen
(1.1) = [ a-M= J] a0-9.
ke(Z/nZ)* ke(Z/nZ)*
Da k € (Z/nZ)* invertierbar ist, gibt es ein k' € Z, so dass K’k = 1 mod n. Somit ist
L-¢ _1-(¥

= —14+ck4. .. EyK'=1 ¢ 0.
o o +¢ A+ ()
Das heisst ¢, ist eine Einheit in O, also auch ¢ = [], e. Es folgt, dass ¢ = (1 — ¢)? und somit
auch gO = (A\)?. Wegen der fundamentalen Gleichung > €ifi = d der Primidealzerlegung muss
(M) ein Primideal vom Grad 1 sein.

Fiir die Bestimmung der Diskriminanten verwenden wir, dass

d
+d(1,¢,..., ¢ =[G = ¢) = [ [4n(¢),
i#j i=1
wobei (1, ..., (s die Konjugierten von ¢ unter der Wirkung der Galois-Gruppe bezeichnen.
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Nach [3| Satz 2.6] ist ferner
d

[T¢4(¢) = Nowoya(@h(€).

i=1

Aus der Identitit (X9 —1)¢,(X) = (X7 —1) fiir das n-te Kreisteilungspolynom ¢,, erhalten
wir durch differenzieren nach X und Auswertung bei X = (, dass

¢/ X G (X) + (XU - 1)), (X) = X
0+ (¢ =16 (Q) = "¢ = g"¢
Mit der primitiven g-ten Einheitswurzel £ = (qu haben wir also
(€= 1Den(¢) =a"¢
Da ¢ prim ist folgt nach [3| Satz 2.6], dass

Nogr€ -1 =[] (€ —1) = £¢,(1) = +¢.

1<k<q

Es ist also

1 —1

Wir folgern mit der Kenntnis, dass ¢~ Norm +1 und ¢ = n Norm ne(n) hat,
+d(1,¢,. .., ¢ = 4(g0)e DT = g

mit s = ¢* t(vg—v—1). O

Nun koénnen wir Satz [I] beweisen.

Beweis von Satz[l. Wir nehmen zuerst an n = ¢” sei eine Primzahlpotenz. Wie in einem Lemma
im Abschnitt {iber Dedeking Ringe gesehen gilt fiir die Diskriminante d(1,(,...,¢% 1) = +¢°

(1.2) COCL+CL+---+(12=2[C] <O,

wobei wir verwendet haben, dass das Minimalpolynom ¢,, von ¢ Grad d hat und ¢ € O.

Da A wegen Lemmaein Primideal von Grad 1 mit ¢gO = (\)? ist, gilt O/A\O = Z/qZ. Somit ist
O =Z/qZ + MO und wegen Z/qZ < Z[{] < O, ist auch O = Z[{] + AO. Mulitplikation mit A und
einsetzen in die urspriingliche Gleichung liefert O = Z[(] + AZ[(] + A20 = Z[(] + \20. Induktiv
erhalten wir also V¢ > 1:

O =Z[¢]+ \NO.
Also erhalten wir unter Verwendung von und ()4 = gO aus Lemma
O = Z[¢] + X"0 = ZI[(] + (40)°0 = ZI¢] + ¢°0 = Z[¢].

Im allgemeinen Fall sei n = g7 - - - g%~ die Primfaktorzerlegung von n in Z. Dann haben wir die
Zerlegung

Q(¢) = Q(¢1) -+ - Q(¢r),

mit den primitiven ¢/*-ten Einheitswurzeln (; == ¢"/ %" Sei d; = ©(q;"), dann ist nach vorheriger
Betrachtung jeweils 1,¢;, .. .,Cfli_l eine Ganzheitsbasis von Q(¢;)|Q mit Diskriminante ¢;*. Da
diese Diskriminanten zueinander paarweise teilerfremd sind und Q(¢1) -+ - Q(¢i—1) N Q(¢;) = Q fiir
alle 1 < i < r gilt, ist nach [3, Satz 2.11] die Menge {¢J* - - - ¢J7 : 0 < j; < d;—1} eine Ganzheitsbasis
von Q(¢)|Q. Da diese Basiselemente alle Potenzen von ¢ sind, gibt es fiir jedes a € O ein Polynom
f € Z[X], so dass f(¢) = a. Mithilfe von (¢ = 1 kénnen wir f vom Grad < d — 1 wihlen und
erhalten somit eine Darstellung der Form o = ag + a1 + - - - + ag—1¢4 !, womit 1,¢, ..., ¢4 auch
eine Ganzheitsbasis ist. |
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2. PRIMIDEALZERLEGUNG
Im Kreisteilungskorper Q(¢) konnen wir die Zerlegung in Primideale explizit angeben.

Satz 3. Sein = Hp p¥® die Primzerlequng von n und ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel. Ferner

sei f, € Z fiir jede Primzahl p die kleinste postive ganze Zahl mit p'» =1 mod n/p"».
Dann zerlegt sich p iber Q(¢) in

p= (p1 .. .pr)cp(p”l’)’

wobei die p; verschiedene Primideale vom Grad f, sind.

Beweis. Der Fiihrer von Z[(] ist 1, da Z[({] der Ring der ganzen Zahlen von Q(¢) ist. Also kénnen
wir fiir p prim Satz 8.3 aus [3] anwenden. Folglich zerfallt p in Q(¢) auf gleiche Weise in Primideale
wie das Minimalpolynom ¢,,(X) von ¢ in irreduzible Faktoren mod p. Es geniigt also zu zeigen,
dass )

Gn(X) = (pr(X) - (X)) mod p
mit verschiedenen irreduziblen Polynomen p;(X), ..., p,(X) iber Z/pZ vom Grad f,.

Wir schreiben m = n/p”» und definieren ¢ und 7; als die primitiven m-ten bzw. p“»-ten
Einheitswurzeln. Entsprechend sind die Produkte &;n; genau die primitiven n-ten Einheitswurzeln.
Also ist

dn(X) =] (X = &my),
0,J
wobei die Indizes ¢ und j {iber die entsprechenden Einheitengruppen (Z/mZ)* bzw. (Z/p**7Z)*
laufen. Nun ist fiir jedes Primideal p 2 (p) jedoch n; = 1 mod p, da X" —1 = (X — 1) mod
p. Folglich haben wir

on(X) = H(X —£)e@™) = 4, (X)?®") mod p.
Da die Kreisteilungspolynome ¢,,(X) und ¢,,(X) Koeffizienten in Z haben, folgt auch, dass
6(X) = 6 (X)7®) mod p.

Ferner ist Z[(]/p eine endliche Korpererweiterung von I, also von der Form F,; fiir ein f > 1.
Nun haben wegen (m, p) = 1 die Polynome X™—1 und mX™ ! keine gemeinsamen Nullstellen mod
p. Deshalb haben sowohl X™ —1 als auch ¢,,(X) keine mehrfachen Nullstellen mod p. Folglich ist
das Bild (,, der primitiven m-ten Einheitswurzel (,, unter der Abbildung Z[(] — Z[(]/p wiederum
eine primitive m-te Einheitswurzel. Deshalb teilt die Ordung m vom (,, die Kardinalitit der
Einheitengruppe F;f =F,r — {0}. Das heisst p/ =1 mod m. Also ist f > f,,.

Da nun aber auch die Bilder (!, € Z[¢]/p primitive m-te Einheitswurzeln sind fiir alle 1 <i < m
mit (i,m) = 1, zerfillt das Bild ¢,,(X) des Kreisteilungspolynoms ¢,,(X) in Z[(]/p = F s
in Linearfaktoren. Seien nun P;(X) die irreduziblen Faktoren von ¢,,(X) mod p. Dann hat
jedes P;(X) mindestens Grad f mit p/ = 1 mod m und maximal Grad f,, da ¢,,(X) in F s in
Linearfaktoren zerfallt. Somit ist f = f,. ]

3. GROSSER FERMATSCHER SATZ FUR REGULARE PRIMZAHLEN
Als Anwendung der Kreisteilungskorper betrachten wir den grossen Fermatschen Satz:

Satz 4. Die Gleichung x™+y™ = 2™ hat fiir jede natirliche Zahln > 2 keine positiven ganzzahligen
Losungen (z,y, 2) € Z3 .

Und zwar betrachten wir den Fall, dass n = p > 5 eine Primzahl ist. Wir argumentieren per
Widerspruch, sei also (z,y, z) eine positive ganzzahlige Losung. Ohne Beschriankung der Allge-
meinheit nehmen wir an, dass x,y, z paarweise teilerfremd sind. Wir nehmen zudem an dass p
keine der Zahlen z,y, z teilt. (Der andere Fall, ndmlich dass p genau eine der Zahlen x,y, z teilt,
ist etwas aufwendiger.)

Wir faktorisieren nun die Summe 2z + y? in Q(¢) mit ¢ einer primitiven p-ten Einheitswurzel.

Es gilt
—1= 1] (¢t-¢"

0<k<p
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und somit

(—z/yP —1= ] (~a/y—¢")
0<k<p

4yt =[] (@+yh).

0<k<p

Die Gleichung z? + y? = 2P fiihrt also zur folgenden Hauptidealgleichung in Z[(]
(3.1) (@ +y)(z+yQ) - (x+yP™h) = (2)P.

Wir zeigen nun mithilfe der Primidealzerlegung in Z[(], dass das Hauptideal (z+y¢) keine gemein-
samen Primidealfaktoren mit den den anderen Hauptidealen auf der linken Seite von Gleichung
hat. Angenommen dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein Primideal 7 mit 7 2 (x + y¢) und
7 2 (x4 y¢*) fiir ein k # 1 mod p. Folglich

72 (z+y¢*) — (x +y¢)
T2 (y¢(¢F = 1) = (w(c T - 1),

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass ¢ eine Einheit in Z[(] ist. Analog zu Gleichung
erhalten wir die Hauptidealgleichung (p) = (1 —¢)--- (1 — ¢P~1). Somit folgt, dass ™ 2 (yp).
Zudem folgt direkt aus Gleichung dass 7 2 (2)? und da 7 prim ist, muss folglich auch m 2 (z)
gelten. Da aber p,y und z paarweise teilerfremd sind, ist 7 2 (2) + (yp) = Z[¢] im Widerspruch
zur Annahme, dass 7 prim ist. Dies zeigt die Behauptung.

Somit ist der Verzweigungsindex jedes Primidealfaktors von (x +y¢) durch p teilbar. Folglich ist
(z + y¢) = I? die p-te Potenz eines Ideals I. Wir nehmen nun im folgenden an p sei eine regulire
Primzahl um zu zeigen, dass I ein Hauptideal ist.

Definition 5. FEine Primzahl p € Z heisst regular falls p die Kardinalitdt der Klassengruppe von
Q(C) micht teilt. (€ ist eine primitive p-te Einheitswurzel)

Wenn also p regulér ist, so gibt es keine Elemente der Ordnung p in der Klassengruppe von
Q(¢). Sei C die Klasse in der das Ideal I liegt. Dann ist wegen I € CP die Klasse CP das triviale
Element der Klassengruppe, da I? = (z + y() ein Hauptideal ist. Somit ist die Ordnung von C
ein Teiler von p und folglich 1. Somit ist C' bereits trivial in der Klassengruppe, d.h. I ist ein
Hauptideal.

Wir kénnen also schreiben x + y¢ = ua? fiir ein « € Z[¢]. Unter Verwendung von (8 + )P =
BP + ~vP mod p fir alle 3,v € Z[(] ist

p=l p 22l )
ab = ( 3 aiCl) =N alcr e
=0 =0

Nun verwenden wir, dass fiir jede Einheit u € Z[(] der Quotient u/u eine p-te Einheitswurzel ist.
Es ist folglich

z +y¢ = ua® = (u/t)ua? = CF(z +y¢h).
Wir behaupten, dass K = 1 mod p. Denn andernfalls folgt aus
pl¢Fla+ych) = (@ +y0)
pla(C® =1 +y(* ' =)
pl—z—yC+act +yc,

dass p auch z oder y teilt, (da 1,¢,...,(P~2 eine Ganzheitsbasis ist) im Widerspruch zur ur-
spriinglichen Annahme.
Fir £ = 1 erhalten wir nun x + y{ = z( + y, also * = y mod p. Wegen p ungerade gilt aber

auch 2P + (—z)P = (—y)? und folglich x = —z mod p. Zusammen erhalten wir
20 =P + yP = 2P = —oP
= p|3a”

=pluz,
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im Widerspruch zur urspriinglichen Annahme. Somit haben wir gezeigt, dass es keine positiv

ganzzahligen Losungen zur Gleichung xP + yP = 2P gibt fiir p > 5 eine reguldre Primzahl mit
p1ayz.

4. EINE WEITERE ANWENDUNG

Zu guter Letzt beweisen wir noch folgende Aussage liber quadratische Zahlkorper.

Satz 6. Fir jede ungerade Primzahl p mit p* = (—1)%p ist Q(v/p*) € Q(¢). Wobei ¢ eine
primitive p-te Einheitswurzel bezeichnet.

Beweis. Nach dem Eulerschen Kriterium ist p* = (%)p. Sei ferner

p—1
-2 ()
a=1 b
Wir zeigen nun, dass p* = 72. Wir berechnen wie folgt, wobei die Summierungsindizes a, b, ¢ jeweils
iber die Einheitengruppe (Z/pZ)* laufen.

- (00
SEOESNEIOR

Wobei wir im letzten Schritt &' := —b substituiert haben. Weiter gilt (g) = (%) nach dem
Eulerschen Kriterium. Somit ist

) ,(p>( )C“ Zb(a(; )cab
;)

)z
<C> 28 (11?> Zb: 1, mit € = ¢!

< ) )+p—1.
Ferner ist ), (%) =0, da fir (f}) =-1

30-030-36)-36)

o

| 2

M

¢be mit ¢ == ab™?

o
[Io

,C

3

I
[

1

[}
AN

o)

AN

A
[

mit der Substitution ¢ := xc in der Einheitengruppe (Z/pZ)*.

Somit haben wir
~1\ 1
e =-(C)enrp-1=p
p b

Es folgt, dass
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