
KREISTEILUNGSKÖRPER

QUIRIN REDING

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem n-ten Kreisteilungskörper Qpζq. Dabei bezeichnet
ζ eine primitive n-te Einheitswurzel, das heisst ζn “ 1 und ζk ‰ 1 für alle 1 ď k ă n. Die
Körpererweiterung Qpζq|Q ist galoissch von Grad ϕpnq, wobei wir mit ϕ die Eulersche Phi-Funktion
bezeichnen.

1. Ganze Zahlen

Die ganzen Zahlen in Qpζq sind Zrζs. Um das zu zeigen, beweisen wir den folgende Satz.

Satz 1. 1, ζ, . . . , ζd´1 mit d “ ϕpnq ist eine Ganzheitsbasis für den Ring O der ganzen Zahlen von
Qpζq, d.h.

O “ Z` Zζ ` ¨ ¨ ¨ ` Zζd´1 “ Zrζs

Für den Beweis benötigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2. Sei n “ qν eine Primzahlpotenz und λ “ 1´ ζ. Dann ist das Hauptideal pλq Ď O ein
Primideal vom Grad 1 und für d “ ϕpnq ist

qO “ pλqd.

Ferner hat die Basis 1, ζ, . . . , ζd´1 von Qpζq|Q die Diskriminante

dp1, ζ, . . . , ζd´1q “ ˘qs,

mit s “ qν´1pνq ´ ν ´ 1q.

Beweis. Das Minimalpolynom von ζ ist das n-te Kreisteilungspolynom

φnpXq “
ź

1ďkďn
pk,nq“1

pX ´ ζkq “
ź

kPpZ{nZqˆ
pX ´ ζkq “ pXqν ´ 1q{pXqν´1

´ 1q

“ Xqν´1
pq´1q ` ¨ ¨ ¨ `Xqν´1

` 1.

Also ist ζ ganz in Qpζq und so auch

εk – 1` ζ ` ¨ ¨ ¨ ` ζk´1 “
1´ ζk

1´ ζ
.

Mit X “ 1 erhalten wir aus den obigen Gleichungen

(1.1) q “
ź

kPpZ{nZqˆ
p1´ ζkq “

ź

kPpZ{nZqˆ
εkp1´ ζq.

Da k P pZ{nZqˆ invertierbar ist, gibt es ein k1 P Z, so dass k1k ” 1 mod n. Somit ist

1´ ζ

1´ ζk
“

1´ pζkqk
1

1´ ζk
“ 1` ζk ` ¨ ¨ ¨ ` pζkqk

1
´1 P O.

Das heisst εk ist eine Einheit in O, also auch ε –
ś

k εk. Es folgt, dass q “ εp1 ´ ζqd und somit
auch qO “ pλqd. Wegen der fundamentalen Gleichung

ř

i eifi “ d der Primidealzerlegung muss
pλq ein Primideal vom Grad 1 sein.

Für die Bestimmung der Diskriminanten verwenden wir, dass

˘dp1, ζ, . . . , ζd´1q “
ź

i‰j

pζi ´ ζjq “
d
ź

i“1

φ1npζiq,

wobei ζ1, . . . , ζd die Konjugierten von ζ unter der Wirkung der Galois-Gruppe bezeichnen.
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Nach [3, Satz 2.6] ist ferner

d
ź

i“1

φ1npζiq “ NQpζq|Qpφ
1
npζqq.

Aus der Identität pXqν´1

´1qφnpXq “ pX
qν ´1q für das n-te Kreisteilungspolynom φn erhalten

wir durch differenzieren nach X und Auswertung bei X “ ζ, dass

qν´1Xqν´1
´1φnpXq ` pX

qν´1

´ 1qφ1npXq “ qνXqν´1

0` pζq
ν´1

´ 1qφ1npζq “ qνζq
ν
´1 “ qνζ´1.

Mit der primitiven q-ten Einheitswurzel ξ – ζq
ν´1

haben wir also

pξ ´ 1qφ1npζq “ qνζ´1.

Da q prim ist folgt nach [3, Satz 2.6], dass

NQpξq|Qpξ ´ 1q “
ź

1ďkăq

pξk ´ 1q “ ˘φqp1q “ ˘q.

Es ist also

NQpζq|Qpξ ´ 1q “ NQpξq|Qpξ ´ 1qq
ν´1

“ ˘qq
ν´1

.

Wir folgern mit der Kenntnis, dass ζ´1 Norm ˘1 und qν “ n Norm nϕpnq hat,

˘dp1, ζ, . . . , ζd´1q “ ˘pqνqq
ν´1

pq´1qq´q
ν´1

“ ˘qs

mit s “ qν´1pνq ´ ν ´ 1q. �

Nun können wir Satz 1 beweisen.

Beweis von Satz 1. Wir nehmen zuerst an n “ qν sei eine Primzahlpotenz. Wie in einem Lemma
im Abschnitt über Dedeking Ringe gesehen gilt für die Diskriminante dp1, ζ, . . . , ζd´1q “ ˘qs

(1.2) qsO Ď Z` ζZ` ¨ ¨ ¨ ` ζd´1Z “ Zrζs Ď O,

wobei wir verwendet haben, dass das Minimalpolynom φn von ζ Grad d hat und ζ P O.
Da λ wegen Lemma 2 ein Primideal von Grad 1 mit qO “ pλqd ist, gilt O{λO – Z{qZ. Somit ist

O “ Z{qZ` λO und wegen Z{qZ Ď Zrζs Ď O, ist auch O “ Zrζs ` λO. Mulitplikation mit λ und
einsetzen in die ursprüngliche Gleichung liefert O “ Zrζs ` λZrζs ` λ2O “ Zrζs ` λ2O. Induktiv
erhalten wir also @t ě 1 :

O “ Zrζs ` λtO.

Also erhalten wir unter Verwendung von 1.2 und pλqd “ qO aus Lemma 2

O “ Zrζs ` λdsO “ Zrζs ` pqOqsO “ Zrζs ` qsO “ Zrζs.

Im allgemeinen Fall sei n “ qν11 ¨ ¨ ¨ q
νr
r die Primfaktorzerlegung von n in Z. Dann haben wir die

Zerlegung

Qpζq “ Qpζ1q ¨ ¨ ¨Qpζrq,

mit den primitiven qνii -ten Einheitswurzeln ζi – ζn{q
νi
i . Sei di – ϕpqνii q, dann ist nach vorheriger

Betrachtung jeweils 1, ζi, . . . , ζ
di´1
i eine Ganzheitsbasis von Qpζiq|Q mit Diskriminante qsii . Da

diese Diskriminanten zueinander paarweise teilerfremd sind und Qpζ1q ¨ ¨ ¨Qpζi´1q XQpζiq “ Q für

alle 1 ă i ď r gilt, ist nach [3, Satz 2.11] die Menge tζj11 ¨ ¨ ¨ ζ
jr
r : 0 ď ji ď di´1u eine Ganzheitsbasis

von Qpζq|Q. Da diese Basiselemente alle Potenzen von ζ sind, gibt es für jedes α P O ein Polynom
f P ZrXs, so dass fpζq “ α. Mithilfe von ζd “ 1 können wir f vom Grad ď d ´ 1 wählen und
erhalten somit eine Darstellung der Form α “ a0`a1ζ`¨ ¨ ¨`ad´1ζ

d´1, womit 1, ζ, . . . , ζd´1 auch
eine Ganzheitsbasis ist. �
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2. Primidealzerlegung

Im Kreisteilungskörper Qpζq können wir die Zerlegung in Primideale explizit angeben.

Satz 3. Sei n “
ś

p p
νp die Primzerlegung von n und ζ eine primitive n-te Einheitswurzel. Ferner

sei fp P Z für jede Primzahl p die kleinste postive ganze Zahl mit pfp ” 1 mod n{pνp .
Dann zerlegt sich p über Qpζq in

p “ pp1 ¨ ¨ ¨ prq
ϕppνp q,

wobei die pi verschiedene Primideale vom Grad fp sind.

Beweis. Der Führer von Zrζs ist 1, da Zrζs der Ring der ganzen Zahlen von Qpζq ist. Also können
wir für p prim Satz 8.3 aus [3] anwenden. Folglich zerfällt p in Qpζq auf gleiche Weise in Primideale
wie das Minimalpolynom φnpXq von ζ in irreduzible Faktoren mod p. Es genügt also zu zeigen,
dass

φnpXq ”
`

p1pXq ¨ ¨ ¨ prpXq
˘ϕppνp q

mod p

mit verschiedenen irreduziblen Polynomen p1pXq, . . . , prpXq über Z{pZ vom Grad fp.
Wir schreiben m – n{pνp und definieren ξi und ηj als die primitiven m-ten bzw. pνp -ten

Einheitswurzeln. Entsprechend sind die Produkte ξiηj genau die primitiven n-ten Einheitswurzeln.
Also ist

φnpXq “
ź

i,j

pX ´ ξiηjq,

wobei die Indizes i und j über die entsprechenden Einheitengruppen pZ{mZqˆ bzw. pZ{pνpZqˆ
laufen. Nun ist für jedes Primideal p Ě ppq jedoch ηj ” 1 mod p, da Xpνp ´ 1 ” pX ´ 1qp

νp
mod

p. Folglich haben wir

φnpXq ”
ź

i

pX ´ ξiq
ϕppνp q “ φmpXq

ϕppνp q mod p.

Da die Kreisteilungspolynome φnpXq und φmpXq Koeffizienten in Z haben, folgt auch, dass

φnpXq ” φmpXq
ϕppνp q mod p.

Ferner ist Zrζs{p eine endliche Körpererweiterung von Fp, also von der Form Fpf für ein f ě 1.

Nun haben wegen pm, pq “ 1 die PolynomeXm´1 undmXm´1 keine gemeinsamen Nullstellen mod
p. Deshalb haben sowohl Xm´1 als auch φmpXq keine mehrfachen Nullstellen mod p. Folglich ist
das Bild ζ̄m der primitiven m-ten Einheitswurzel ζm unter der Abbildung Zrζs Ñ Zrζs{p wiederum
eine primitive m-te Einheitswurzel. Deshalb teilt die Ordung m vom ζ̄m die Kardinalität der
Einheitengruppe Fˆ

pf
“ Fpf ´ t0u. Das heisst pf ” 1 mod m. Also ist f ě fp.

Da nun aber auch die Bilder ζ̄im P Zrζs{p primitive m-te Einheitswurzeln sind für alle 1 ď i ă m
mit pi,mq “ 1, zerfällt das Bild φ̄mpXq des Kreisteilungspolynoms φmpXq in Zrζs{p “ Fpfp
in Linearfaktoren. Seien nun PipXq die irreduziblen Faktoren von φmpXq mod p. Dann hat
jedes PipXq mindestens Grad f mit pf ” 1 mod m und maximal Grad fp, da φ̄mpXq in Fpfp in
Linearfaktoren zerfällt. Somit ist f “ fp. �

3. Grosser Fermatscher Satz für reguläre Primzahlen

Als Anwendung der Kreisteilungskörper betrachten wir den grossen Fermatschen Satz:

Satz 4. Die Gleichung xn`yn “ zn hat für jede natürliche Zahl n ą 2 keine positiven ganzzahligen
Lösungen px, y, zq P Z3

ą0.

Und zwar betrachten wir den Fall, dass n “ p ě 5 eine Primzahl ist. Wir argumentieren per
Widerspruch, sei also px, y, zq eine positive ganzzahlige Lösung. Ohne Beschränkung der Allge-
meinheit nehmen wir an, dass x, y, z paarweise teilerfremd sind. Wir nehmen zudem an dass p
keine der Zahlen x, y, z teilt. (Der andere Fall, nämlich dass p genau eine der Zahlen x, y, z teilt,
ist etwas aufwendiger.)

Wir faktorisieren nun die Summe xp ` yp in Qpζq mit ζ einer primitiven p-ten Einheitswurzel.
Es gilt

tp ´ 1 “
ź

0ďkăp

pt´ ζkq
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und somit

p´x{yqp ´ 1 “
ź

0ďkăp

p´x{y ´ ζkq

xp ` yp “
ź

0ďkăp

px` yζkq.

Die Gleichung xp ` yp “ zp führt also zur folgenden Hauptidealgleichung in Zrζs

(3.1) px` yqpx` yζq ¨ ¨ ¨ px` yζp´1q “ pzqp.

Wir zeigen nun mithilfe der Primidealzerlegung in Zrζs, dass das Hauptideal px`yζq keine gemein-
samen Primidealfaktoren mit den den anderen Hauptidealen auf der linken Seite von Gleichung
3.1 hat. Angenommen dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein Primideal π mit π Ě px` yζq und
π Ě px` yζkq für ein k ı 1 mod p. Folglich

π Ě px` yζkq ´ px` yζq

π Ě
`

yζpζk´1 ´ 1
˘

“
`

ypζk´1 ´ 1q
˘

,

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass ζ eine Einheit in Zrζs ist. Analog zu Gleichung
1.1 erhalten wir die Hauptidealgleichung ppq “ p1 ´ ζq ¨ ¨ ¨ p1 ´ ζp´1q. Somit folgt, dass π Ě pypq.
Zudem folgt direkt aus Gleichung 3.1, dass π Ě pzqp und da π prim ist, muss folglich auch π Ě pzq
gelten. Da aber p, y und z paarweise teilerfremd sind, ist π Ě pzq ` pypq “ Zrζs im Widerspruch
zur Annahme, dass π prim ist. Dies zeigt die Behauptung.

Somit ist der Verzweigungsindex jedes Primidealfaktors von px`yζq durch p teilbar. Folglich ist
px` yζq “ Ip die p-te Potenz eines Ideals I. Wir nehmen nun im folgenden an p sei eine reguläre
Primzahl um zu zeigen, dass I ein Hauptideal ist.

Definition 5. Eine Primzahl p P Z heisst regulär falls p die Kardinalität der Klassengruppe von
Qpζq nicht teilt. (ζ ist eine primitive p-te Einheitswurzel)

Wenn also p regulär ist, so gibt es keine Elemente der Ordnung p in der Klassengruppe von
Qpζq. Sei C die Klasse in der das Ideal I liegt. Dann ist wegen Ip P Cp die Klasse Cp das triviale
Element der Klassengruppe, da Ip “ px ` yζq ein Hauptideal ist. Somit ist die Ordnung von C
ein Teiler von p und folglich 1. Somit ist C bereits trivial in der Klassengruppe, d.h. I ist ein
Hauptideal.

Wir können also schreiben x ` yζ “ uαp für ein α P Zrζs. Unter Verwendung von pβ ` γqp ”
βp ` γp mod p für alle β, γ P Zrζs ist

αp “
´

p´1
ÿ

i“0

aiζ
i
¯p

”

p´1
ÿ

i“0

api ζ
ip P Z.

Nun verwenden wir, dass für jede Einheit u P Zrζs der Quotient u{ū eine p-te Einheitswurzel ist.
Es ist folglich

x` yζ “ uαp ” pu{ūquαp “ ζkpx` yζ´1q.

Wir behaupten, dass k ” 1 mod p. Denn andernfalls folgt aus

p | ζkpx` yζ´1q ´ px` yζq

p | xpζk ´ 1q ` ypζk´1 ´ ζq

p | ´ x´ yζ ` xζk ` yζk´1,

dass p auch x oder y teilt, (da 1, ζ, . . . , ζp´2 eine Ganzheitsbasis ist) im Widerspruch zur ur-
sprünglichen Annahme.

Für k ” 1 erhalten wir nun x ` yζ ” xζ ` y, also x ” y mod p. Wegen p ungerade gilt aber
auch xp ` p´zqp “ p´yqp und folglich x ” ´z mod p. Zusammen erhalten wir

2xp ” xp ` yp “ zp ” ´xp

ñ p | 3xp

ñ p | x,
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im Widerspruch zur ursprünglichen Annahme. Somit haben wir gezeigt, dass es keine positiv
ganzzahligen Lösungen zur Gleichung xp ` yp “ zp gibt für p ě 5 eine reguläre Primzahl mit
p - xyz.

4. Eine weitere Anwendung

Zu guter Letzt beweisen wir noch folgende Aussage über quadratische Zahlkörper.

Satz 6. Für jede ungerade Primzahl p mit p‹ “ p´1q
p´1
2 p ist Qp

?
p‹q Ď Qpζq. Wobei ζ eine

primitive p-te Einheitswurzel bezeichnet.

Beweis. Nach dem Eulerschen Kriterium ist p‹ “
`

´1
p

˘

p. Sei ferner

τ –

p´1
ÿ

a“1

ˆ

a

p

˙

ζa.

Wir zeigen nun, dass p‹ “ τ2. Wir berechnen wie folgt, wobei die Summierungsindizes a, b, c jeweils
über die Einheitengruppe pZ{pZqˆ laufen.

ˆ

´1

p

˙

τ2 “

ˆ

´1

p

˙ˆ

ÿ

a

ˆ

a

p

˙

ζa
˙ˆ

ÿ

b

ˆ

b

p

˙

ζb
˙

“
ÿ

a,b

ˆ

a

p

˙ˆ

´b

p

˙

ζa`b “
ÿ

a,b1

ˆ

a

p

˙ˆ

b1

p

˙

ζa´b
1

Wobei wir im letzten Schritt b1 – ´b substituiert haben. Weiter gilt
`

b
q

˘

“
`

b´1

q

˘

nach dem

Eulerschen Kriterium. Somit ist
ˆ

´1

p

˙

τ2 “
ÿ

a,b

ˆ

a

p

˙ˆ

b´1

p

˙

ζa´b “
ÿ

a,b

ˆ

ab´1

p

˙

ζa´b

“
ÿ

b,c

ˆ

c

p

˙

ζbc´b, mit c – ab´1

“
ÿ

c

ˆ

c

p

˙

ÿ

b

ζbpc´1q

“
ÿ

c‰1

ˆ

c

p

˙

ÿ

b

ξb `

ˆ

1

p

˙

ÿ

b

1, mit ξ – ζc´1

“
ÿ

c‰1

ˆ

c

p

˙

p´1q ` p´ 1.

Ferner ist
ř

c

`

c
p

˘

“ 0, da für
`

x
p

˘

“ ´1

´
ÿ

c

ˆ

c

p

˙

“

ˆ

x

p

˙

ÿ

c

ˆ

c

p

˙

“
ÿ

c

ˆ

xc

p

˙

“
ÿ

c1

ˆ

c1

p

˙

,

mit der Substitution c1 – xc in der Einheitengruppe pZ{pZqˆ.
Somit haben wir

ˆ

´1

p

˙

τ2 “ ´

ˆ

1

p

˙

p´1q ` p´ 1 “ p.

Es folgt, dass

τ2 “

ˆ

´1

p

˙ˆ

´1

p

˙

τ2 “

ˆ

´1

p

˙

p “ p‹.

�
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