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1 Gebrochene Ideale

Im folgenden Abschnitt bezeichnet O einen beliebigen Dedekindring, und K
seinen Quotientenkorper.

Lemma 1.1. Zu jedem Ideal a # 0 von O, existiert ein v € N und von Null
verschiedene Primideale p1,po, ..., p, mit

a2 pipa...pr

Beweis: Sei M die Menge aller Ideale a s.d. keine Primideale mit der obigen
Eigenschaft existieren. Angenommen M sei nicht leer. Da O noethersch ist,
bricht jede aufsteigende Idealkette ab. M ist daher hinsichtlich der Inklusion
induktiv geordnet und besitzt somit nach dem Zornschen Lemma ein maximales
Element a. Dieses kann kein Primideal sein, d.h. es gibt Elemente by,bs € O
mit biby € a, aber by,by ¢ a. Setzen wir a; = (b1) + a, ag = (b2) + a, so ist
a C a, a C ay und a;ay € a. Wegen der Maximalitat enthalten a; und as
Primidealprodukte, deren Produkt in a liegt, Widerspruch. [J

Lemma 1.2. Ist p ein Primideal von O und
pl={reK|zpCO}
so st ap~ ! = {ZZ a;x; | a; € a,x; € p_l} £ a fur jedes Ideal a # 0.

Beweis: Seia € p,a # 0, und p1pa...p, € (a) C p mit minimalem r, wobei
P1, ..., pr Primideale wie in Lemma 1.1 sind. Dann ist eines der p;, 0.B.d.A.
p1, in p enthalten, also p; = p wegen der Maximalitat von p;. Denn sonst gabe
es fiir jedes i ein a; € p;\p mit a;...a, € p. Wegen ps...p,. C (a) gibt es ein
b€ py...p, mit b ¢ aO also a=1b ¢ O. Andererseits ist aber bp C (a), also
a~1tbp C O, und somit a=1b € p~1. Damit ist p~1 # O. Sei nun a # 0 ein Ideal
von O und oy, ...,aq, ein Erzeugendensystem. Nehmen wir an, das ap™' = a.
Dann ist fiir jedes x € p~*

To; = E aij0, Q5 € O
J

Ist A die Matrix (zd;; — a;;), so ist also A(aq,...,a,)" = 0. Fir die Determi-
nante d := det(A) folgt day = ... = da,, = 0 und somit d = 0. Daher ist x als



Nullstelle des normierten Polynoms f(z) = det(Xd;; — a;j) € O[X] ganz iiber
O, d.h. € O. Es ergibt sich somit p~! = O, Wiederspruch. [

Satz 1.3. Jedes von (0) und (1) verschiedene Ideal a von O besitzt eine, bis auf
Vertauschung, eindeutige Zerlegung

a=pr...pr

in Primideale p; von O.

Beweis:

I. Existenz der Primzerlegung.

Sei M die Menge aller von (0) und (1) verschiedenen Ideale, die keine Primz-
erlegung besitzen. Ist 99t nicht leer, so schlielen wir wie bei (1.1), dass es ein
maximales Element, sage a, in 91 gibt. Es liegt in einem maximalen Ideal p,
und wir erhalten wegen O C p—!:

aCap'CpptCO

Nach Lemma 1.2 ist a € ap~! und p € pp~! C O. Da p ein maximales Ideal
ist, so folgt pp~! = O. Wegen der Maximalitit von a in 91 und wegen a # p,
also ap~! # O, besitzt ap~! eine Primzerlegung ap~' = p;...p, also auch
a=ap 'p=p;...p.p, Widerspruch.

II. Eindeutigkeit der Primzerlegung.

Fiir ein Primideal p gilt nach Definition: ab € p = a C p oder b C p, d.h.
plab = pla oder p|b. Seien nun

a=pip2...Ppr =q192..-4s

zwei Primzerlegungen von a. Dann teilt p; einen Faktor q;, etwa q;, und ist
wegen der Maximalitdt = q;. Wir multiplizieren mit pfl und erhalten wegen
-1 _
pr#pip; =0
Po...Pr=10q2...0s
So fortfahrend erhalten wir » = s und nach eventueller Umordnung p; = ¢;,% =
1,...,r. O

Definition 1.1 (gebrochenes Ideal). Sei O ein Dedekind Ring und K sein
Quotientenkorper. Ein gebrochenes Ideal von K ist ein endlich erzeugter
O-Untermodul a # 0 von K. Ein ganzes Ideal von K ist ein Ideal von O.

Die Definition vom ganzen Ideal ist jetzt notig um unterscheiden zu kénnen
von gebrochenen Idealen.

Satz 1.4. Die gebrochenen Ideale bilden eine abelsche Gruppe, die Idealgruppe
Ji von K. Das Einselement (1) = O, und das Inverse zu a ist

al={zecK:zaC O}



Beweis: Assoziativitat, Kommutativitiat und a(1) = a sind klar. Fir ein Prim-
ideal p ist nach Lemma (1.1) p C pp~! , also pp~! = O wegen der Maximalitiit
von p. Ist a = p;...p, ein ganzes Ideal, so ist b = pl_l...p;l ein Inverses. Wegen
ba = O ist b C a~!. Ist umgekehrt xa C O, so ist zab C b, also 2 € b wegen
ab = O. Daher ist b = a=!. Ist a ein gebrochenes Ideal und ¢ € O, ¢ # 0, mit
ca C O, soist (ca)~! = ¢ la~! das Inverse von ca, also aa™! = 0. O

Bemerkung: Da O noeterisch ist, ist ein O-Untermodul a # 0 von K =
Quot () ein gebrochenes Ideal g.d.w. ein 0 # ¢ € O existiert mit ca C O. Die
gebrochene Ideale multipliziert man genauso wie Ideale von O.

Korollar 1.4.1. Jedes gebrochene Ideal a besitzt eine eindeutige Produktdarstel-

lung
a= H pvr
P

mit vy € Z und v, = 0 fiir fast alle p. Mit anderen Worten: Ji ist die durch
die Primideale p # 0 erzeugte freie abelsche Gruppe.

Beweis:  Jedes gebrochene Ideal a ist Quotient a = b/c zweier ganzer Ide-
ale b und ¢, die nach (1.3) eine Primfaktorzerlegung besitzen. Daher besitzt a
eine Primzerlegung im Sinne des Korollars. Sie ist nach (1.3) eindeutig, wenn a
ganz ist, und damit auch im allgemeinen Fall. [J

Das Korollar 1.4.1 gibt einen Zusammenhang zu den lokalen Bewertungen.
Nach dem Satz (11.5) in [MP11] [2] erhalten wir dass zu jedem Primideal p #
0 in O ein zugehoriger diskreter Bewertungsring O, mit der entsprechenden
Bewertung des Quotientenkorpers:

vy KX =7
existiert. Diese Bewertung hat eine beziehung zur Primzerlegung. Ist x € K*
und
(z) = [
p
die Primzerlegung des Hauptideals (z), so ist

vp = vp()

fir alle p. Denn fiir ein festes Primideal q # 0 von O folgt (wegen pOy = Oy
fiir p # q) aus der ersten Gleichung

qu = (Hp”p)(’)q = q”q@q = mq"q
p

also in der Tat vq(z) = vq.



2 Die Klassengruppe

Definition-Proposition 2.1. Die Klassengruppe ist definiert als die Fak-
torgruppe
Clg = Jx/Pk.

wobei P aus den gebrochenen Hauptidealen (a) = aO, a € K* besteht.
Bemerkung: Pk ist eine Untergruppe der Idealgruppe Jx-.

Generell rechnet man in der Gruppe der gebrochenen Ideale mit der entsprechen-
den Aquivalenzrelation lieber als in der Klassengruppe von K. Man setzt hierbei
fiir zwei gebrochene Ideale Z, 7:

INJ < IPKZJPK
— FreK*:I=x)J (1)
e JrecK*:I=aJ

Bemerkung: Fin Dedekindring ist ein Hauptidealring wenn die Klassen-
gruppe trivial ist.

Beispiel:  Sei K := Q(\/d), fiir d € Z quadratfrei. Die negativen quadrat-
freien Zahlen d < 0 fiir die die Klassengruppe von K trivial ist, sind:

d=—1,-2,-3,—7,—11,-19, —43, —67, —163
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