DEDEKINDRINGE

BENJAMIN REINHARD

In den folgenden Seiten wollen wir die Dedekindringe einfiihren, welche eine Grundlage fiir die
Faktorisierung von Idealen bilden. Bis dahin miissen wir erstmals unsere Kenntnisse iiber die
Ganzheit ausbauen und dafiir werden Module niitzlich sein, welche in Kommutativer Algebra sehr
genau behandelt werden.

Unsere wichtigste Anwendung dieser Theorie ist beim Ring der ganzen Zahlen eines algebrais-
chen Zahlkorpers. Wir wollen letztendlich zeigen, dass dieser ein Dedekindring ist und dafiir
miissen wir die bisher bekannten Werkzeuge Spur und Diskriminante auf allgemeine algebraische
Zahlkorper erweitern.

1. MODULE

In diesem Abschnitt fithren wir Module ein. Sie stellen eine Verallgemeinerung der Vektorrdume
dar und die meisten Eigenschaften lassen sich auch {ibertragen. Die Aussagen werden wir aber
nicht beweisen, man findet sie ganz einfach in Textbiichern auf dem Internet.

Sei A ein Ring. Man sollte sich Z als zentrales Beispiel vorstellen.

Definition 1. Ein Tupel (M, +,-,0) mit 0 € M und Abbildungen
+  MxM-—-M

AXM—->M

nennen wir ein A-Modul, falls fir alle m,mi,mo € M und a,ay,as € A gilt
(M, +,0) ist eine abelsche Gruppe.
(ara2) -m = ay - (ag - m)
(a1 +az) -m=a;-m+az-m
a-(mp+me)=a-my—+a-ms
1-m=m
Beispiel 2.

(1) Jeder K-Vektorraum ist ein K-Modul.

(2) Seien A < B Ringe, so ist B ein A-Modul via - : A x B — B, (a,b) — ab.

Sei M ein A-Modul.

Definition 3. Sei I eine Indexmenge, so sagen wir {m; € M :i € I} erzeugt M, falls
M = {Zajmj :J € I endlich, a; GA}
jedJ
und nennen die Menge A-linear unabhdngig, falls
Z ajm; =0 und a; € A, J < I endlich= a; = 0.
jeJ
Letztendlich nennen wir die Menge eine A-Basis, falls sie M erzeugen und A-linear unabhdngig

sind. M nennt man frei, falls es eine A-Basis besitzt.

Proposition-Definition 4. Besitzt M zwei A-Basen, so ist ithre Anzahl gleich. Also ist
Rang(M) = Anzahl Elemente einer Basis
wohldefiniert und heisst der Rang von B.

Lemma 5. Ist A ein Hauptidealring und M frei, so ist jeder A-Untermodul N < M frei und es
gilt
Rang(N) < Rang(M).
1
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2. GANZHEIT

Seien von nun an durchgehend A € B Ringe.

Lemma 6. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Alby,...,b,] ist ganz iber A.
(2) b1,...,by, € B sind ganz tber A.
(3) Alb1,...,by] ist ein endlich erzeugter A-Modul.

Beweis. (1) = (2) ist klar, da by, ...,b, € A[b1,...,b,]. Die Implikation (2) = (3) tiberlasse ich
dem/der Leser/in als Aufgabe. Ansonsten findet man die Losung im Buch von Neukirch |1, Satz
1.2.2]. Wir zeigen nun (3) = (1). Sei A[b, ..., b,] endlich erzeugt, das heisst

Alby,....;bn] = Aw; + ... + wyy, fiir geeignete w; € A[by, ..., by ]

Sei nun ¢ € A[by,...,b,] beliebig, wir zeigen, dass es ganz tiber A ist. Seien a;; € A, sodass

cw; = Z;nzl a;jw;, M(z) die Matrix mit Eintrégen xd;; — a;; € A[x] und f(z) = det(M(z)) € Alx]

ein nicht-konstantes normiertes Polynom.
Eine Folgerung der Cramerschen Regel liefert uns eine Matrix N (z) € Mat,, xm (A4) mit

N(x)M(x) = det(M(x))I,
und fiir w = (w1, ...,wm)? kann man nachrechnen, dass M(c)w = 0 gilt, also ist mit der obigen
Gleichung

w; det(M(c)) = 0 fiir alle 3.
Da schliesslich 1 € A[b;...,b,] gilt, existieren d; € A, sodass 1 = Z;”:l d;w; und daraus folgt
fe) =1-det(M(c)) = 371, diw; det(M(c)) = 0. Also ist ¢ ganz iiber A. O

Lemma 7. Seien A < B < C Ringe, C ganz iber B und B ganz tiber A, so ist C' ganz tber A.

Beweis. Sei ¢ € C so existiert ein f € B[x] mit f(c) = ¢ + b,_1c"*... + bg = 0 und somit ist
¢ ganz Uber R = A[b,_1,...,b0]. Da nun b,_1,...,bp ganz iber A sind, ist wegen Lemma |§| R
ein endlich erzeugter A-Modul und auch R[c| ein endlich erzeugter R-Modul. Daraus kann man
einfach schliessen, dass R[c] = A[bn—1, ..., bo, ¢] ein endlich erzeugter A-Modul ist und somit wieder
wegen Lemma [6] ¢ ganz iiber A ist. ([l

Satz 8. Der ganze Abschluss A von A in B ist ein Ring.

Beweis. Es ist klar, dass 0,1 € A gilt. Seien nun by, by € A, so ist laut Lemma |§| Alb1, ba] ganz
tiber A und da by + bz, —b1,b1b2 € Alby,bs], so sind by + ba, —b1,b1ba ganz iiber A, also liegen sie
in A. Alle restlichen Ringeigenschaften folgen aus A € B. |

Wir betrachten kurz unser zentrales Beispiel. Sei von nun an K/Q ein algebraischer Zahlkorper.

Definition 9. Wir definieren den Ring der ganzen Zahlen von K als
Ok :=Zk :={be K : b ganz iber Z}.
Bemerkung 10. Die bisher definierten quadratischen Zahlringe sind die ganzen Zahlen von Q(\/ﬁ)
Oa = {be Q(Vd) : tr(b) € Z,N(b) € Z} = O /a)-

Sei b € Oy, so ist b die Nullstelle des Polynoms 2% — tr(b)x + N(b), wobei die Koeffizienten per
Voraussetzung in Z liegen. Also liegt b in OQ( Vb):

Umgekehrt ist b = = + V/dy € OQ( Vay» SO existiert ein nicht-konstantes, normiertes Polynom
f € Z[x] mit f(b) = 0. BEs gilt f(x —+/dy) = f(b) = f(b) = 0, also ist b auch in Og(va) und da
Og(va) €in Ring ist, ist tr(b) = b + b =2z,N(b) =bb=2>+192in Og(vay- Also sind tr(b), N(b)
ganz iiber Z und liegen offensichtlich in Q. Es ist nun dem/der Leser/in iiberlassen zu zeigen, dass

Og(va) N Q = Z gilt. Daraus schliessen wir, dass tr(b) und N(b) tatséchlich in Z liegen und somit
bin Od.
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3. SPUR UND DISKRIMINANTE

Da Z < Og gilt, konnen wir Ok als Z-Modul auffassen. Genauso konnen wir K als Q-
Vektorraum auffassen und da er per Definition endlich ist, besitzt er eine endliche Q-Basis. Unser
néchstes grosses Ziel ist es zu zeigen, dass Ok eine endliche Z-Basis besitzt.

Proposition-Definition 11. Seive K, so ist T, : K — K,z — vx Q-linear. Die Abbildung
Trgg: K — Q, v+ trace(Ty)
nennen wir Spur und sie ist auch Q-linear.
Der Beweis ist nicht schwierig und ist dem/der Leser/in iiberlassen.
Bemerkung 12. Die bisher definierte Spur fiir quadratische Zahlkorper
tr: @(\/3) —Q,a+bVd— 2a
stimmt mit der oben definierten Spur iiberein.
Proposition 13. Folgende Abbildung ist eine nicht-ausgeartete Q-Bilinearform
B:Kx K —Q,(v,w)— Trg(vw)
Dies ist ebenfalls nicht schwierig zu beweisen.

Definition 14. Sei vy, ...,v, € K eine Q-Basis von K, so definieren wir

d(v1, ..., v,) := det ((B(vi, v5))i5)

als die Diskriminante der Basis.

Bemerkung 15. Man kann zeigen, dass K = (Z\{0}) 'Ok gilt, also jedes Element von K dargestellt

werden kann als g, wobei b € Ok und a € Z\{0} liegt. Ist also v; = 2—1, vy U, = Z—Z eine QQ-Basis

von K, so ist es leicht zu sehen, dass by, ..., b, auch eine Q-Basis von K.

Lemma 16. Sei by, ..., b, eine in Og gelegene Q-Basis von K und d die Diskriminante, so gilt
dOg € Zby + ... + Zb,,.

Beweis. Seibe Ox mit b= >" | \;b; fiir \; € Q, so gilt B(b;, b) = 2?21 B(b;, bj)A; und somit

(B(b1,b), ..., By, b)T = M (A1, ..., \)T

wobei M = (B(b;,b;))s; ist. Im Buch von Neukirch [1] auf Seite 12 wird erklért, dass wenn b ganz

tiber Z ist, so ist Trx/g(b) in Z und daraus folgt, dass e und M Eintrége in Z haben. Neukirch

erklart auch in [1, Satz 1.2.8], dass det(M) = d # 0 und somit kénnen wir die Cramersche Regel

anwenden, um geeignete a; € Z mit \; = % zu erhalten, also d\; = a;. Dies ergibt

db = Y dNib; = . aib; € Zby + ... + Zby,.
i=1 i=1

Satz 17. Ok besitzt eine endliche Z-Basis mit Rang(Ok) = [K : Q].

Beweis. Seien by, ...,b, und d wie im Lemma [I6] so kann man einfach {iberpriifen, dass M :=
Zby + ... + Zb,, ein freier Z-Modul ist mit Rang(M) = n. Nun ist dOk auch ein Z-Modul mit
dOg € M und Z ein Hauptidealring, so erhalten wir aus Lemma [5] dass dOy ein freier Z-Modul
ist mit m = Rang(dOk) < n.

Sei deq, ..., de,, € dOk eine Z-Basis von dO, so ist offensichtlich eq,...,e, € O eine Z-Basis
von Og.

Letztendlich haben wir N := Zb; + ... + Zb,, < Ok und N ist offensichtlich auch ein freier
Z-Modul mit Rang(N) = n, also folgt wieder aus Lemma

n = Rang(N) < Rang(Ok) = m < Rang(M) =n
und somit Rang(Ox) =m =n = [K : Q]. O

Korollar 18. Ist by,...,b, € Ok cine Z-Basis von Ok, so ist by, ..., b, eine Q-Basis von K.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass b; ..., b, Q-linear unabhangig sind. Sei also Z?Zl %bi = 0, so erhalt
i 4 ist. Da ¢ nicht Null
ist, muss Z?:l ¢;pib; = 0 sein und somit ¢;p; = 0 fiir alle 4, da by, ..., b, Z-linear unabhéngig sind.
Nun wegen ¢; # 0 fiir alle ¢ erhélt man p; = 0 und somit sind alle p—z Null.

Also sind by, ..., b, Q-linear unabhingig mit n = [K : Q]. Aus der linearen Algebra wissen wir,
dass b;..., b, deswegen erzeugend sind und somit eine (Q-Basis bilden. O

man durch Umformen ¢! | ¢;p;b; = 0, wobei ¢ = H;'l=1 ¢; und ¢; =[]

4. NOETHERSCH

Wir wollen kurz zeigen, dass Ok noethersch ist.
Lemma 19. Ist B/I endlich fir jedes Ideal I # 0, so ist B noehtersch.

Beweis. Sei By € By < ... eine aufsteigende Folge von Idealen in B, so ist auch By/By S B1/Bg <
.. eine aufsteigende Folge in B/By und da B/By endlich ist, muss es ein n geben mit B;/By =
B, /By fiir alle i = n und somit auch B; = B,,. |

Satz 20. Ok ist noehtersch.

Beweis. Sei I <€ Ok ein Ideal ungleich Null. Wir zeigen zuerst, dass I nZ 2 0 gilt. Da I nicht
Null ist, haben wir 0 # b € I € Ok und somit ist b ganz liber Z, also existiert ein f € Z[z] mit
f(b) =b"+...4+ap = 0. Falls ag nicht Null ist, sieht man anhand der Gliechung, dass es in I liegen
muss. Ansonsten ist es einfach zu folgern, dass ein anderes a; in I liegen muss.

Sei nun a € I N Z, so gilt aOg < I und somit Ok /I € Ok /aOk. Nun wir wissen, dass Ok eine
Z-Basis besitzt, also gilt O ~ Z™ als abelsche Gruppen, sowie auch aOg ~ aZ". Wir erhalten

7" )al" ~7)aZ @ ... DL/

und daraus folgt, dass Z™/aZ"™ endlich ist und somit auch Og/I. Wegen Lemma folgt der
Satz. |

5. DEDEKINDRINGE

Wir sind jetzt soweit, die Dedekindringe einzufiihren.

Definition 21. FEin noetherscher, normaler Integritatsbereich, bei dem jedes von Null verschiedene
Primideal ein Maximalideal ist, nennen wir Dedekindring.

Lemma 22. Ist B ganz tber A, so ist B ein Korper genau dann, wenn A ein Korper ist.

Beweis. Sei B ein Korper, so reicht es zu zeigen, dass jedes Element in A ein multiplikatives
Inverses in A besitzt. Sei also a € A, soist a~' € B. Da B ganz iiber A ist, existiert ein normiertes
Polynom f € A[z] mit f(a=1) = (a™1)" + ... + ag = 0. Durch Umformen erhilt man

n—1 _

a(—apa e —ap—1) = 1.

Also gilt a=! = (—aga™ ' — ... —a,_1) € A. Umgekehrt sei A ein Korper. Es reicht zu zeigen, dass

jedes Element in B ein multiplikatives Inverses besitzt. Sei also b € B, so existiert ein normiertes
Polynom f € A[z] mit f(b) =b" + ... + ag = 0. Durch Umformen erhélt man

"t + ot ar)(—apt) = 1.
Man bemerke, dass a; * existiert, da A ein Korper ist. Also gilt b= = (0" "' + ...+ a;)(—ay'). O
Satz 23. Oy ist ein Dedekindring.

Beweis. Noethersch wurde in Satz gezeigt. Wir zeigen Nomralitdt. Sei £ < K der Quotien-
tenkorper von Ok und C der ganze Abschluss von Ok in FE, so ist offensichtlich C' ganz tiber Ok
und per Definition Ok ganz tiber Z. Also folgt aus Lemma [7} dass C' ganz iiber Z ist und somit
C < O. Die andere Inklusion ist klar.

Nun sei p € Ok ein von Null verschiedenes Ideal. Wir zeigen, dass Ok /p ein Kérper ist, woraus
folgt, dass p maximal ist. p N Z ist ein Primideal in Z und deswegen von der Form Z/pZ fiir ein
Primelement p € Z. Wir kénnen Z/pZ ganz einfach in O /p einbetten mit folgender Abbildung

Z/pZ — Ok/p, z+pL— z+p

und es ist auch nicht schwierig zu zeigen, dass Ok /p ganz tiber Z/pZ ist. Da nun Z/pZ ein Korper
ist, folgt nach Lemma dass Ok /p ein Korper ist. O
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