GAUSS’SCHE ZAHLEN Z[i] UND Z[/3]

JORAN SCHLOMER

Auf den folgenden Seiten untersuchen wir die grundlegenden Eigenschaften der gauss’schen
Zahlen Z[i] , sowie des Ringes Z[v/3] . Insbesondere werden wir zeigen, dass beide Ringe euklidisch
sind, ihre Einheiten bestimmen sowie in beiden Féllen die Primelemente bis auf Assoziiertheit
bestimmen.

DEFINITIONEN

Wir beginnen mit den notwendigen Definitionen, die wir im weiteren Verlauf benGtigen. Zuerst
gilt es unsere beiden Ringe zu definieren.

Definition 1. Wir bezeichnen mit Z[i] die Menge
Z[i] = {a + bila,b € Z}.
Fiir (a + bi), (c + di) € Z[i] definieren wir die Operationen
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (c+d)i,
(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Mit diesen Operationen ist Z[i] ein Ring, welchen wir Gauss’sche Zahlen nennen. Fir ein
Element x = (a + bi) definieren wir das konjugierte Element T = (a — bi).

Analog dazu definieren wir auch den zweiten Ring, den wir untersuchen werden:
Definition 2. Wir bezeichnen mit Z[+/3] die Menge
Z[V3] = {a + bV/3|a,b € Z}.
Fiir (a + bV/3), (c + dv/3) € Z[\/3] definieren wir die Operationen
(a+0V3) + (c+dV3) = (a+¢) + (c+ d)V3,
(a + bV3)(c + dV3) = (ac + 3bd) + (ad + be)V/3.

Mit diesen Operationen ist auch Z[v/3] ein Ring. Fiir ein Element x = (a + b\/3) definieren wir
das konjugierte Element T = (a — b\/3).

Wir benétigen fiir unsere weiteren Untersuchungen einige Begrifflichkeiten aus der Teilbarkeit-
stheorie, welche wir nun kurz wiederholen. Dabei folgen wir den Definition in A. Schmidts Buch
tiber algebraische Zahlentheorie [2]. Im Folgenden sind alle Ringe kommutativ mit 1-Element.

Definition 3. In einem Ring R nennen wir zwei Elemente a,b € R assoziiert, wenn die beiden
Elemente sich gegenseitig teilen, in Symbolen ausgedrickt a | b und b | a. Fir assoziierte Elemente
schreiben wir a ~ b.

Fiir uns von besonderem Interesse in Ringen sind irreduzible Elemente und Primelemente.

Definition 4. In einem Ring R wird ein Element m € R irreduzibel genannt, wenn es von Null
verschieden sowie keine Finheit ist und gilt

m =ab = a oder b ist eine Einheit.
Ein Element m € R ist ein Primelement, wenn es von Null verschieden ist und keine Einheit ist,

sowie gilt

w|ab = 7| a oderm|b.

Definition 5. Fin Ring heisst Integritdtsring, wenn

ab=0 = a=0 oderb=0.
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Lemma 6. In einem Integrititsring R gilt a ~ b genau dann wenn eine Einheit u € R existiert,
so dass a = bu.

Beweis. Wenn a = bu fiir eine Einheit u € R, dann gilt auch b = au’ fiir eine Einheit u’. Es folgt,
dass a | b und b | a. Fiir die Gegenrichtung gilt, wenn a = 0, so gilt auch b = 0. Wenn a + 0, so
folgt nach Annahme, dass es u, v’ € R gibt, so dass a = bu und b = av’. Es folgt a = auu’, weshalb
also a(1 —uu') = 0 folgt. In einem Integrititsring folgt dann aber wegen a % 0, dass (1 —uu’) = 0,
so dass u und v’ Einheiten sind. Die Behauptung folgt. |

Dariiber hinaus werden uns zwei Typen von Ringen besonders interessieren. Auf der einen Seite
sind das die sogenannten faktoriellen Ringe.

Definition 7. Ein Integrititsring R heifit faktoriell wenn jede von Null verschiedene Nicht-Einheit
a € R eine bis auf Finheiten und Reihenfolge eindeutige Zerleqgung als Produkt irreduzibeler Ele-
mente hat.

Dariiber hinaus mochten wir zeigen, dass Z[i] und Z[+/3] sogenannte euklidische Ringe sind.

Definition 8. FEin Integritatsring R heifit euklidisch, wenn es eine Abbildung N : R\{0} — N gibt,
so dass es fir alle a,be R mit b & 0 Elemente q,r € R existieren, die

a=qgb+r und N(r) < N(b) oder r =0
erfillen. Wir nennen eine solche Abbildung (euklidische) Normfunktion.

Euklidische Ringe sind von Bedeutung, da es in ihnen moglich ist eine verallgemeinerte Version
der euklidischen Division zu definieren mit Hilfe derer beispielsweise die Bestimmung eines gréfiten
gemeinsamen Teilers fiir beliebige Element des Ringes moglich ist.

Bemerkung 9. Auf einem Ring kann es mehrere euklidische Normfunktionen geben.

Nachdem wir nun alle notwendigen Definitionen gegeben haben, zeigen wir zunéchst einige
Eigenschaften euklidischer Ringe, bevor wir uns den Ringen Z[i] und Z[v/3] zuwenden.

EUKLIDISCHE RINGE

In diesem Abschnitt beweisen wir einige Eigenschaften euklidischer Ringe, die im weiteren Ver-
lauf niitzlich sein werden. Wir orientieren uns weiterhin stark an [2].

Proposition 10. Fir einen euklidischen Ring R gibt es eine euklidische Normfunktion N mit
(1) N(a) < N(ab)
fir alle von Null verschiedenen Elemente a,b € R.

Beweis. Sei N’ eine beliebige euklidische Normfunktion auf R. Wir definieren nun eine weitere
Abbildung
N: R\{0} — N,a — min N'(a).

Um zu sehen, dass es sich bei N um eine euklidische Normfunktion handelt, wéhlen wir a,b € R mit
b+ 0. Sei nun b’ das zu b assozierte Element in R welches N(b) = N'(V') erfiillt. Da R euklidisch
ist kénnen wir ¢, € R wihlen, so dass a = ¢b/ +r und r = 0 oder N(r') < N(¥') gilt. Wir
konnen b’ = be fiir eine Einheit e € R schreiben und erhalten a = geb + r mit » = 0 oder N(r) <
N'(r) < N'(V') = N(b) wegen der Minimalitdt von b, weshalb N eine euklidische Normfunktion
ist. Wir zeigen, per Widerspruch, dass die euklidische Normfunktion IV die gewtlinschte Eigenschaft
erfillt. Sei a € R ein beliebiges von Null verschiedenes Element und sei b € R ein weiteres von
Null verschiedenes Element, fiir welches N (ab) minimal ist. Angenommen es wire N(a) > N(ab).
Per Definition nimmt N auf assozierten Elementen den selben Wert an, weshalb b keine Einheit
sein kann. Da R euklidisch ist existieren ¢,r € R so dass a = ¢(ab) — r und entweder r = 0 oder
N(r) < N(ab). Da aber b keine Einheit ist folgt mit a + 0 aus a(1 — gb) = r, dass r £ 0 gilt.
Dann ist N(r) = N(a(1 — gb)) < N(ab), was der Minimalitdt von b widerspricht. Also erfillt N
die gewiinschte Eigenschaft. O

Bemerkung 11. Sei N eine euklidische Normfunktion wie in Prop Dann folgt aus a | b, dass
N(a) < N(b).
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Die im weiteren Verlauf wichtigste Eigenschaft zeigt das folgende Lemma:
Lemma 12. Fuklidische Ringe sind faktoriell.

Beweis. Sei R ein euklidischer Ring mit Normfunktion N. Wir zeigen, dass R ein Hauptidealring
ist. Sei I ein Ideal in R. Wenn I = 0, dann gilt I = (0). Wenn I % 0, dann wéhle ein von
nullverschiedenes Element a € I so dass fiir alle b € I gilt N(a) < N(b). Da R ein euklidischer
Ring ist, existieren zu einem beliebigen b € I ¢,r € R so dass a = gb + r, wobei N(r) < N(a) gilt.
Da aber I ein Ideal ist, also r = a — ¢b € I, und da a minimal gewé&hlt wurde, folgt » = 0. Also
gilt @ = bg und deshalb I = (a). Die Behauptung folgt nun, da Hauptidealringe faktorielle Ringe
sind. ]

Ein grundlegender Fakt aus der Algebra ist das folgende Lemma, welches wir ohne Beweis
angeben:

Lemma 13. In einem faktoriellen Ring sind ist jedes irreduzibeles Element ein Primelement.

Da wir die Einheiten der beiden Ringe Z[i] und Z[+/3] bestimmen mdchten, beweisen wir als
letztes Lemma in diesem Abschnitt, den folgenden Fakt:

Proposition 14. Sei R ein nicht-leerer euklidischer Ring. Fir eine euklidische Normfunktion
welche die Ungleichung erfillt ist ein Element e € R eine Finheit dann und nur dann, wenn
N(e) = N(1) gilt.

Beweis. Sei e € R eine Einheit. Dann existiert ein a € R so dass ea = 1. Sei N eine Normfunktion
wie in Proposition Es gilt e | 1, woraus folgt, dass N(e) < N(1). Gleichzeitig gilt aber
offensichtlich 1 | a fiir jedes a € R, weshalb N(u) = N(1) folgt.

Sei nun e € R so dass N(e) = N(1). Da unser Ring euklidisch ist existieren ¢,7 € R mit 1 = ge +r
wobei entweder r = 0 oder N(r) < N(e). Angenommen 7 # 0, dann folgt mit N(r) < N(u) = N(1)
ein Widerspruch, da N(1) wie oben beschrieben immer minimal ist. Also gilt ge = 1 und es folgt,
dass e eine Einheit ist. O

DiE RINGE Z[i] UND Z[v/3]

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit den Eigenschaften von Z[i] und Z[+/3] . Wir beginnen
damit zu zeigen, dass es sich bei beiden Ringen tatsdchlich um euklidische Ringe handelt. Zuerst
befassen wir uns mit den Gauss’schen Zahlen.

Proposition 15. Die Abbildung N : Z[i]\{0} — N definiert durch
(a4 bi) — a* + b
ist eine euklidische Normfunktion fir Z[i). Insbesondere macht N Z[i] zu einem euklidischer Ring.

Bemerkung 16. Die Normfunktion N ist die Restriktion des Quadrats des komplexen Absolutbe-
trags auf die Teilmenge Z[i] = C. Es gilt also N(a) = aa.

Bevor wir Proposition [15| beweisen zeigen wir
Lemma 17. Die Abbildung N aus Proposition[I5 ist multiplikativ, das heisst fir alle a,b € R gilt
N(ab) = N(a)N(b).
Beweis. Seien a = ay + agt und b = by + byi zwei Elemente in Z[i] . Dann gilt
N(ab) = (a1by — azbs)? + (a1by + agby)?
= (a1b1)? — 2a1byasby + (agb)? + (a1b2)? + 2a1b1azby + (azby)?
= (a1b1)? + (a1b2)? + (agbh)? + (azbs)?
= (af + a3)(b7 + b3)
= N(a)N(b)

Nun widmen wir uns dem Beweis von Proposition
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FIGURE 1. Visualisierung von Z[i] als Gitter in der komplexen Ebene. Die Ele-
mente von Z[i] entsprechen den Knotenpunkten

Beweis. Es ist offensichtlich, dass die Abbildung N wohldefiniert ist. Seien nun a,b € Z[i], wobei
b 4 0. Wir miissen nun die Existenz von zwei Gauss’schen Zahlen ¢, r € Z[i] zeigen, die a = ¢gb+r
sowie r = 0 oder N(r) < N(b) erfiillen. Die Zahl § ist eine komplexe Zahl. Geometrisch bilden
die Gauss’schen Zahlen ein Gitter in der komplexen Ebene (siehe Fig. , dessen Kanten zwischen
Knoten immer Linge 1 haben. Da ¢ innerhalb einer Masche dieses Gitters liegen muss, hat § zum

néchsten Gitterpunkt einen Abstand der kleiner gleich @ ist. Deshalb existiert ein ¢ € Z[i], so
dass |a/b — q| < 1. Wir setzen nun r = a — bg € Z[i] und beobachten, dass

N(r) = N(a—bg) = |b(3 = )* = bP"|3 — a” < o]" = N(b),
wie gewlinscht. Die Behauptung folgt. O
Wir bestimmen nun als néchstes die Einheiten in Z[7] .
Lemma 18. Die Einheiten in Z[i] sind die Elemente {1,—1,i,—i}.

Beweis. Durch Proposition [14] wissen wir, dass eine Einheit e € Z[i] N(e) = N(1) erfiillen muss.
Da gilt N(1) = 12 = 1 folgt, dass die Einheiten genau jene Elemente sind die N(e) = 1 erfiillen.
Schreiben wir e = a + bi so folgt mit N(a + bi) = a® + b* die Behauptung. a

Bemerkung 19. Wir halten fest, dass eine Einheit in Z[¢] unter N auf 1 abgebildet wird.

Bevor wir mit der Bestimmung der Primelemente beginnen, widmen wir uns zwischenzeitlich
dem Ring Z[v/3] . Wie fiir Z[] beginnen wir damit zu zeigen, dass es sich bei Z[+/3] ebenfalls um
einen euklidischen Ring handelt.

Proposition 20. Die Abbildung N s : Q[v3]\{0} — Q¢ definiert durch
(a + bV3) — |a® — 317
eingeschrinkt auf Z[v/3] ist eine euklidische Normfunktion auf 7[+/3].

Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Proposition wobei wir dem Beweis aus [2] folgen.
Wieder zeigen wir zuerst

Lemma 21. Die Abbildung N s ist multiplikativ.
Beweis. Seien a = a; + azv/3 und b = by + byv/3 Elemente von Q[\/g] Dann gilt:
N s(ab) = N sz((a1 + az\/3]) (b1 + b2v/3))
= N\/g((albl + 3a2b2) + (albg + agbl)\/g)
= |(a1b1 + 3a2b2)2 — 3(&1()2 + a2b1)2|
= [(a1b1)? + (3azb2)? — 3((a1b2)? — (azb1)?)|
= |a} — 3a3][bT — 3b3]
= Nz((ar + az+/3])) N 5((b1 + b2v/3))
= N z(a)N z(b)

Nun beweisen wir Proposition
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Beweis. Die Wohldefiniertheit der Abbildung ist klar. Wir bemerken, dass fiir rationale p,q € Q
mit [p| < 3 und |g| < 3§ gilt

3
p* —3¢%| < 1<l

Seien nun x = u + vv/3 sowie y = v’ + v'\/3 fiir u,v,u’,v’ € Q, dann haben x + y, xy und z/y die

selbe Form. Seien nun a, b € Z[+/3] mit b & 0, dann ist T=u+ vy/3 fiir u,v € Q. Wir wihlen nun
ganze Zahlen m,n € Z so dass |u —m| < 3 und |v — n| < 3. Mit ¢ = m + nv/3 gilt dann

Nys(3 = a) = l(w=m)* =3(v —n)? < 1.

Deshalb ist fiir 7 = a — bg € Z[v/3]
Nys(r) = Nyala = bg) = Nys(B)Nya(5 — ) < Nys(d),
und die Behauptung folgt. O
Wir konnen nun auch die Einheiten in Z[\/g] bestimmen.
Bemerkung 22. Es gilt N (1) = 1. Desweiteren ist N, z(a) = |aal.
Es gilt das
Lemma 23. Die Einheiten in Z[\/3] sind alle Zahlen a + b\/3, welche a® — 3b* = +1 erfiillen.

Beweis. Sei = a + by/3 mit a®> — 3b> = +1. Dann gilt offensichtlich N z(z) = 1, woraus mit

Bemerkung und Proposition folgt, dass x eine Einheit ist. Sei umgekehrt = a + bv/3
eine Einheit, dann gilt wieder wegen Bemerkung und Proposition N z(z) = 1 weshalb

a + by/3 = +1 sein muss. Die Behauptung folgt. (]

PRIMELEMENTE IN Z[i] UND Z[v/3]

In diesem Abschnitt bestimmen wir nun die Primelemente in Z[i] und Z[+/3] bis auf Assozi-
iertheit.

Bemerkung 24. Wenn wir im folgenden von Primzahlen in Z sprechen, so meinen wir die Primele-
mente von Z, weshalb auch Zahlen mit negativem Vorzeichen Primzahlen sind.

Um uns zu vergewissern, dass diese Klassifizierung nicht trivial ist, betrachten wir die folgenden
zwei Beispiele
Beispiel 25. In Z[i] kénnen wir die Primzahl 2 € Z schreiben als (1 —i)(1+ ). Deshalb ist 2 kein

Primelement in Z[i] .

Ahnlich finden wir auch in Z[v/3], dass nicht alle Primzahlen aus Z zu Primelementen in Z[+/3]
werden.

Beispiel 26. Wir kénnen die Primzahl 13 in Z[\/3] als (4 + +/3)(4 — /3) zerlegen.

Bevor wir uns der Klassifizierung der Primelemente widmen, beweisen wir zwei niitzliche Hilf-
slemmas. Wir beginnen mit dem

Lemma 27. Ist 7 € Z[i] (resp. Z[/3] ) ein Element mit N(x) = p (resp. N sz(x) = p) fiir eine
Primzahl p € 7, so ist 7 ein Primelement in Z[i] (resp. Z[/3] ).

Beweis. Der Beweis verwendet nur die Multiplikativitdt der jeweiligen euklidischen Norm, sowie
Proposition [[4] zusammen mit Bemerkung [I9 bzw. Bemerkung[22] Deswegen konnen wir 0.B.d.A.
nur den Fall Z[i] betrachten. Sei m wie in der Annahme. Angenommen 7 = ab fiir a,b € Z[i], so
folgt aus der Multiplikativitat von N

p=N(m) = N(ab) = N(a)N(b),

weshalb mit p prim folgt, dass entweder N(a) = 1 oder N(b) = 1 gilt, so dass eines der Elemente
eine Einheit sein muss. Es folgt, dass 7 ein irreduzibeles Element ist. Mit Lemma [T3] folgt, dass 7
ein Primelement ist. ]

Desweiteren gilt auch das folgende
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Lemma 28. Ist 7 € Z[i] ein Primelement, so folgt N(r) € {p,p?} fiir eine Primzahl p € N.

Beweis. Sei w € Z[i] ein Primelement. Dann folgt mit N(7w) = 77, dass 7 | N(7) € N teilt. Wir
konnen eine Primzerlegung fiir N (7) finden und schreiben N(7) = p; ... p, fiir Primzahlen p; € N.
Da 7 ein Primelement ist teilt 7 eine der Primzahlen, sagen wir py. Dann gilt py = wb fiir ein
b e Z[i]. Mit der Multiplikativitdt der Normfunktion folgt

p* = N(px) = N(wb) = N(m)N(b),
weshalb N(7) = p oder N(7) = p? gelten muss. O
Gleichermassen gilt
Lemma 29. Ist w € Z[\/3] ein Primelement, so folgt N s5(m) € {p,p} fiir eine Primzahl p € N.
Der Beweis ist sehr #anhlich zu dem Beweis von Lemma 28

Beweis. Sei m € Z[v/3] ein Primelement. Aus N z(m) = |r7| folgt mit N z(7) = p1...p, und
dem Wissen, dass 7 ein Primelement ist, dass 7 | py fiir ein py aus obigem Produkt. Mit pj, = b
folgt mittels Multiplikativitét

p° = N s(pr) = N z(wb) = N z(m)N sz(b),
weshalb N 5(m) = p oder N, s(a) = p?, wie gewiinscht. O
Bemerkung 30. Ist 7 ein Primelement in Z[i] oder Z[v/3] , dann folgt aus den obigen Lemmas fiir

den Fall, dass N(m) = p* bzw. N sz(7) = p* mit Lemma@, dass 7 assoziiert zu p ist. Ausserdem
gilt, dass 7 | p.

Abschliessend bestimmen wir nun die Primelemente von Z[i] und Z[+/3] bis auf Assoziiertheit.
Wir beginnen mit Z[i] und beweisen hierfiir noch ein weiteres Hilfslemma:
Wir reporduzieren dabei die Argumentation in Neukirchs Algebraische Zahlentheorie [1]:

Proposition 31. Fuir Primzahlen p & 2 gilt
p=a’+b*(a,beZ) < p=1 mod 4.
Beweis. Angenommen p ist eine ungerade Primzahl der Form p = a? + b? (a,b € Z). Dann folgt
p =1 mod 4, da fiir Quadratzahlen gilt, dass sie
a? =1 mod 4 oder a® = 0 mod 4

erfiillen und weil p ungerade ist. Fiir die andere Richtung geniigt es zu zeigen, dass eine Primzahl
mit p = 1 mod 4 kein Primelement in Z[7] ist. In diesem Fall gibt es eine Zerlegung p = ab in zwei
Nicht-Einheiten a,b € Z[i]. Mit Lemma |17 kénnen erhalten wir, dass

p* = N(p) = N(ab) = N(a)N(b)

gilt, woraus mit Bemerkung [19| N(a) = N(b) = p folgt. Also gilt dann mit a = a; + agi, dass a? +
a3 = p, wie gewiinscht. Um zu sehen, dass eine Primzahl wie in der Annahmen kein Primelement
in Z[¢] bleibt verwenden wir, dass nach dem Satz von Wilson fiir Primzahlen p gilt

(p—1)!' =, —1 mod p.
Sei nun p = 4k + 1, so gilt mit
1=, (p—D'=(1...2E)p—1...p—2k)
=, (2k)!((—1)%*2k)!

= ((2k))*,
dass fiir x = (2k)! gilt p | 22 + 1 = (z +4)(x — i). Es gilt aber offensichtlich £ + % ¢ 7Z[i], so dass p

keinen der Faktoren teilt und deshalb kein Primelement in Z[i] ist. O

38

Wir beweisen nun

Theorem 32. Die Primzahlen in Z[i] bis auf Assoziiertheit sind:

o 1+1
e a -+ bi wobei a® +b? = p e Z\{2} eine Primzahl = 1 mod 4 ist
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e p, wobei p=3mod4 eine Primzahl in Z ist.
Auch in diesem Fall folgen wir der Argumentation in [1].

Beweis. Mit Hilfe von Lemma[27]ist es in den ersten zwei Fillen klar, dass es sich bei den Elemente
um Primelemente handelt. Sei nun p € Z[i] mit p = 3mod 4. Wenn p kein Primelement ist, dann ist
es wegen Lemma [13] auch nicht irreduzibel und wir kénnen p = ab fiir Nicht-Einheiten a, b € Z][i]
schreiben. In diesem Fall folgt mit p? = N(p) = N(a)N(b), dass N(a) = p gilt, weshalb mit
a = aj + agi der Widerspruch p = a? + a3 <= p = 1mod4 ensteht. Nun bleibt nur zu
zeigen, dass alle Primelemente assoziiert zu einem dieser drei Elemente ist. Sei 7 ein beliebiges
Primelement in Z[i] . Wegen Lemma [28| gilt dann N(m) € {p,p?}, wobei p € N eine Primzahl
ist. Angenommen es gilt N(7) = p. Schreiben wir 7 = a + bi, so folgt a® + b*> = p. Im Fall
p = 2 missen dann sowohl a als auch b Absolutbetrag 1 haben, weshalb nur vier Elemente in
Frage kommen. Durch Betrachtung der Einheiten sehen wir sofort, dass alle diese vier Elemente
zu 1 + 4 assoziiert sind. Fiir p # 2 folgt wegen Proposition [31]in diesem Fall p = 1mod 4, so dass
7 einem Primelement aus unserer obigen Liste entspricht. Ist dagegen N(m) = p?, so folgt mit
Bemerkung dass 7 assoziiert zu p ist. Desweiteren gilt p =~ 3mod 4, da sonst entweder p = 2,
woraus dann 2 = (1 +14)(1 — ) folgt, oder aber es ist p >~ 1 mod 4 womit dann nach Proposition
a® + b? = p gelten muss und somit p = (a + bi)(a — bi) wire. In beiden Fillen teilt p kein Element
auf der rechten Seite, woraus folgt, dass p kein Primelement ist. Da Assoziierte von Primelementen
auch Primelemente sind, impliziert dies, dass auch 7 kein Primelement ist. Ein Widerspruch zur
Annahme. Das Theorem folgt. ([l

Als letztes Theorem klassifizieren wir nun die Primelemente von Z[\/g] bis auf Assoziiertheit.

Theorem 33. Die Primzahlen in Z[\/3] sind bis auf Assoziiertheit:

e —1+4/3

* V3

e a+ b3 wobei a® — 3b* = +p € Z\{2,3} eine Primzahl ist sodass 3 ein Quadrat in Z/pZ
ist (<= p =~ +1lmod12)

e p, wobei p eine Primzahl ist sodass 3 kein Quadrat in Z/pZ ist (<= p =~ +5mod 12)

Im Beweis von Theorem [33] werden wir das folgende Lemma verwenden.
Lemma 34. Fiir eine Primzahl p € Z gilt £p = a®> — 3b> = 3 ist ein Quadrat in Z/pZ.

Beweis. Sei p prim mit +p = a® — 3b*>. Angenommen b =, 0 mod p, dann folgt auch a =, 0 mod p,
was aber wegen +p = a? — 3b? nicht eintreten kann. Es ist also b #p, 0mod p. Dann gilt

a? — 3b? =4p
— a® - 3b* =,0
— a? =, 3b?
— a?(b1)? =, 3
— (ab™1)? =p 3
und die Behauptung folgt. |

Bemerkung 35. Allgemein gilt fiir eine Primzahl p, wenn a? — 3b* =, 0, dass entweder a =, b=, 0
oder 3 ist ein Quadrat in Z/pZ.

Der Beweis ist ahnlich zu dem Beweis von Theorem B2l

Beweis. Mit Hilfe von Lemma ist es auch hier klar, dass es sich bei den ersten drei Elementen
der Liste jeweils um Primzahlen handelt. Sei nun p € Z ein Primelement, sodass 3 kein Quadrat
in Z/pZ ist. Angenommen p ist kein Primelement in Z[+/(3)], dann kénnen wir fiir zwei Nicht-
Einheiten a, b € Z[/3] schreiben p = ab. Mit p? = N z(p) = N z(ab) = N z(a)N z(b) folgt dann
N(a) = p, weshalb nach Lemma [34] 3 ein Quadrat in Z/pZ ist, ein Widerspruch.

Nachdem wir nun gezeigt haben, dass die vier Elemente prim sind, sei 7 € Z[+/3] ein beliebiges
Primelement. Nach Lemma 29| gilt dann N () € {p,p*}. Im Fall N () = p unterscheiden wir
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zwischen den Féllen p = 2, p = 3, sowie p € Z\{2,3}. Angenommen p = 2. Wir kénnen schreiben
2 = (2+/3)(—1 + v/3)%. Mit Bemerkung [30| folgt 7 | 2 weshalb 73 = 2. Mit der Eindeutigkeit

der Primfaktorisierung folgt nun = ~ (=1 4 +/3). Ahnlich verfahren wir fiir p = 3. In diesem Fall
faktorisieren wir 3 = \/§2 und argumentieren wie oben. Also 7 | 3, weshalb aus 75 = 3 = \/32

wegen der Eindeutigkeit der Primzerlegung Assoziiertheit folgt. Sei nun N(w) = p € Z\{2,3}.
Dann gilt a? — 3b> = +p und mit Lemma folgt ausserdem, dass 3 ein Quadrat in Z/pZ ist.
Sei nun Nﬁ(w) = p%. Mit Bemerkung folgt direkt dass m ~ p. Es verbleibt zu zeigen, dass
3 kein Quadrat in Z/pZ ist. Wir nehmen dafiir an, dass 3 = ¢?modp gilt und fiihren dies zu
einem Widerspruch. Wir haben N s(c + V3) = +c — 3 = Omodp. Wir koénnen nun o.B.d.A
c € [—p—;l, ”2;1] dhlen. In diesem Fall erhalten wir p? t ¢ — 3 wihrend aber gleichzeitig per
Annahme gilt, dass p | (c++/3)(c—+/3) = ¢ —3. Da p prim ist, gilt p | (¢ ++/3) oder p | (c —/3).
Deshalb folgt ggT(p,c + v/3) #+ +1 oder ggT(p,c —+/3) + +1. Sei B einer der gg7T ungleich
+1. Unter Verwendung der Multiplikativitdt der Normfunktion folgt N z(8) | N z(p) = p? und
N5(8) | @ =3 = (c++/3)(c—+3). Es folgt N 5(B) € {p,p*}. Da wir aber bereits wissen, dass
p?tc? — 3 muss N v3(B) = p gelten. Deshalb ist 3 nach Lemma [27| ein Primelement und es gilt
m = tp’ = BBAS.

Weil § prim ist, ist dies ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Primzerlegung im euklidischen Ring
Z[\/3], weshalb 3 kein Quadrat in Z/pZ sein kann.

Das Theorem folgt.
O

Wir haben nun sowohl die Einheiten, als auch die Primelemente bis auf Assoziiertheit in den
beiden euklidischen Ringen Z[i] und Z[+/3] bestimmt.
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