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1. Gauss’sche Zahlen Zris und Zr
?

3s

Jöran Schlömer, joerans@student.ethz.ch

Auf den folgenden Seiten untersuchen wir die grundlegenden Eigenschaften der gauss’schen
Zahlen Zris , sowie des Ringes Z r

?
3s . Insbesondere werden wir zeigen, dass beide Ringe euklidisch

sind, ihre Einheiten bestimmen sowie in beiden Fällen die Primelemente bis auf Assoziiertheit
bestimmen.

1.1. Definitionen. Wir beginnen mit den notwendigen Definitionen, die wir im weiteren Verlauf
benötigen. Zuerst gilt es unsere beiden Ringe zu definieren.

Definition 1.1. Wir bezeichnen mit Zris die Menge

Zris “ ta` bi|a, b P Zu.

Für pa` biq, pc` diq P Zris definieren wir die Operationen

pa` biq ` pc` diq “ pa` cq ` pc` dqi,

pa` biqpc` diq “ pac´ bdq ` pad` bcqi.

Mit diesen Operationen ist Zris ein Ring, welchen wir Gauss’sche Zahlen nennen. Für ein
Element x “ pa` biq definieren wir das konjugierte Element x̄ “ pa´ biq.

Analog dazu definieren wir auch den zweiten Ring, den wir untersuchen werden:

Definition 1.2. Wir bezeichnen mit Z r
?

3s die Menge

Zr
?

3s “ ta` b
?

3|a, b P Zu.

Für pa` b
?

3q, pc` d
?

3q P Z r
?

3s definieren wir die Operationen

pa` b
?

3q ` pc` d
?

3q “ pa` cq ` pc` dq
?

3,

pa` b
?

3qpc` d
?

3q “ pac` 3bdq ` pad` bcq
?

3.

Mit diesen Operationen ist auch Z r
?

3s ein Ring. Für ein Element x “ pa ` b
?

3q definieren wir
das konjugierte Element x̄ “ pa´ b

?
3q.

Wir benötigen für unsere weiteren Untersuchungen einige Begrifflichkeiten aus der Teilbarkeits-
theorie, welche wir nun kurz wiederholen. Dabei folgen wir den Definition in A. Schmidts Buch
über algebraische Zahlentheorie [5]. Im Folgenden sind alle Ringe kommutativ mit 1-Element.

Definition 1.3. In einem Ring R nennen wir zwei Elemente a, b P R assoziiert, wenn die beiden
Elemente sich gegenseitig teilen, in Symbolen ausgedrückt a | b und b | a. Für assoziierte Elemente
schreiben wir a „ b.

Für uns von besonderem Interesse in Ringen sind irreduzible Elemente und Primelemente.

Definition 1.4. In einem Ring R wird ein Element π P R irreduzibel genannt, wenn es von Null
verschieden sowie keine Einheit ist und gilt

π “ ab ùñ a oder b ist eine Einheit.

Ein Element π P R ist ein Primelement, wenn es von Null verschieden ist und keine Einheit ist,
sowie gilt

π | ab ùñ π | a oder π | b.

Definition 1.5. Ein Ring heisst Integritätsring, wenn

ab “ 0 ùñ a “ 0 oder b “ 0.

Lemma 1.6. In einem Integritätsring R gilt a „ b genau dann wenn eine Einheit u P R existiert,
so dass a “ bu.
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Beweis. Wenn a “ bu für eine Einheit u P R, dann gilt auch b “ au1 für eine Einheit u1. Es folgt,
dass a | b und b | a. Für die Gegenrichtung gilt, wenn a “ 0, so gilt auch b “ 0. Wenn a ­“ 0, so
folgt nach Annahme, dass es u, u1 P R gibt, so dass a “ bu und b “ au1. Es folgt a “ auu1, weshalb
also ap1´ uu1q “ 0 folgt. In einem Integritätsring folgt dann aber wegen a ­“ 0, dass p1´ uu1q “ 0,
so dass u und u1 Einheiten sind. Die Behauptung folgt. �

Darüber hinaus werden uns zwei Typen von Ringen besonders interessieren. Auf der einen Seite
sind das die sogenannten faktoriellen Ringe.

Definition 1.7. Ein Integritätsring R heißt faktoriell wenn jede von Null verschiedene Nicht-
Einheit a P R eine bis auf Einheiten und Reihenfolge eindeutige Zerlegung als Produkt irreduzibeler
Elemente hat.

Darüber hinaus möchten wir zeigen, dass Zris und Z r
?

3s sogenannte euklidische Ringe sind.

Definition 1.8. Ein Integritätsring R heißt euklidisch, wenn es eine Abbildung N : Rzt0u Ñ N
gibt, so dass es für alle a, b P R mit b ­“ 0 Elemente q, r P R existieren, die

a “ qb` r und Nprq ă Npbq oder r “ 0

erfüllen. Wir nennen eine solche Abbildung (euklidische) Normfunktion.

Euklidische Ringe sind von Bedeutung, da es in ihnen möglich ist eine verallgemeinerte Version
der euklidischen Division zu definieren mit Hilfe derer beispielsweise die Bestimmung eines größten
gemeinsamen Teilers für beliebige Element des Ringes möglich ist.

Bemerkung 1.9. Auf einem Ring kann es mehrere euklidische Normfunktionen geben.

Nachdem wir nun alle notwendigen Definitionen gegeben haben, zeigen wir zunächst einige
Eigenschaften euklidischer Ringe, bevor wir uns den Ringen Zris und Z r

?
3s zuwenden.

1.2. Euklidische Ringe. In diesem Abschnitt beweisen wir einige Eigenschaften euklidischer Rin-
ge, die im weiteren Verlauf nützlich sein werden. Wir orientieren uns weiterhin stark an [5].

Proposition 1.10. Für einen euklidischen Ring R gibt es eine euklidische Normfunktion N mit

(1) Npaq ď Npabq

für alle von Null verschiedenen Elemente a, b P R.

Beweis. Sei N 1 eine beliebige euklidische Normfunktion auf R. Wir definieren nun eine weitere
Abbildung

N : Rzt0u Ñ N, a ÞÑ min
a1„a1

N 1pa1q.

Um zu sehen, dass es sich bei N um eine euklidische Normfunktion handelt, wählen wir a, b P R mit
b ­“ 0. Sei nun b1 das zu b assozierte Element in R welches Npbq “ N 1pb1q erfüllt. Da R euklidisch
ist können wir q, r P R wählen, so dass a “ qb1 ` r und r “ 0 oder Npr1q ă Npb1q gilt. Wir
können b1 “ be für eine Einheit e P R schreiben und erhalten a “ qeb ` r mit r “ 0 oder Nprq ď
N 1prq ď N 1pb1q “ Npbq wegen der Minimalität von b1, weshalb N eine euklidische Normfunktion
ist. Wir zeigen, per Widerspruch, dass die euklidische Normfunktion N die gewünschte Eigenschaft
erfüllt. Sei a P R ein beliebiges von Null verschiedenes Element und sei b P R ein weiteres von Null
verschiedenes Element, für welches Npabq minimal ist. Angenommen es wäre Npaq ą Npabq. Per
Definition nimmt N auf assozierten Elementen den selben Wert an, weshalb b keine Einheit sein
kann. Da R euklidisch ist existieren q, r P R so dass a “ qpabq ´ r und entweder r “ 0 oder
Nprq ă Npabq. Da aber b keine Einheit ist folgt mit a ­“ 0 aus ap1 ´ qbq “ r, dass r ­“ 0 gilt.
Dann ist Nprq “ Npap1 ´ qbqq ă Npabq, was der Minimalität von b widerspricht. Also erfüllt N
die gewünschte Eigenschaft. �

Bemerkung 1.11. Sei N eine euklidische Normfunktion wie in Prop 1.10. Dann folgt aus a | b, dass
Npaq ď Npbq.

Die im weiteren Verlauf wichtigste Eigenschaft zeigt das folgende Lemma:

Lemma 1.12. Euklidische Ringe sind faktoriell.
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Beweis. Sei R ein euklidischer Ring mit Normfunktion N . Wir zeigen, dass R ein Hauptidealring
ist. Sei I ein Ideal in R. Wenn I “ 0, dann gilt I “ p0q. Wenn I ­“ 0, dann wähle ein von
nullverschiedenes Element a P I so dass für alle b P I gilt Npaq ď Npbq. Da R ein euklidischer
Ring ist, existieren zu einem beliebigen b P I q, r P R so dass a “ qb` r, wobei Nprq ă Npaq gilt.
Da aber I ein Ideal ist, also r “ a ´ qb P I, und da a minimal gewählt wurde, folgt r “ 0. Also
gilt a “ bq und deshalb I “ paq. Die Behauptung folgt nun, da Hauptidealringe faktorielle Ringe
sind. �

Ein grundlegender Fakt aus der Algebra ist das folgende Lemma, welches wir ohne Beweis
angeben:

Lemma 1.13. In einem faktoriellen Ring sind ist jedes irreduzibeles Element ein Primelement.

Da wir die Einheiten der beiden Ringe Zris und Z r
?

3s bestimmen möchten, beweisen wir als
letztes Lemma in diesem Abschnitt, den folgenden Fakt:

Proposition 1.14. Sei R ein nicht-leerer euklidischer Ring. Für eine euklidische Normfunktion
welche die Ungleichung (1) erfüllt ist ein Element e P R eine Einheit dann und nur dann, wenn
Npeq “ Np1q gilt.

Beweis. Sei e P R eine Einheit. Dann existiert ein a P R so dass ea “ 1. Sei N eine Normfunktion
wie in Proposition 1.10. Es gilt e | 1, woraus folgt, dass Npeq ď Np1q. Gleichzeitig gilt aber
offensichtlich 1 | a für jedes a P R, weshalb Npuq “ Np1q folgt.
Sei nun e P R so dass Npeq “ Np1q. Da unser Ring euklidisch ist existieren q, r P R mit 1 “ qe` r
wobei entweder r “ 0 oder Nprq ă Npeq. Angenommen r ­“ 0, dann folgt mit Nprq ă Npuq “ Np1q
ein Widerspruch, da Np1q wie oben beschrieben immer minimal ist. Also gilt qe “ 1 und es folgt,
dass e eine Einheit ist. �

1.3. Die Ringe Zris und Z r
?

3s. In diesem Abschnitt befassen wir uns mit den Eigenschaften
von Zris und Z r

?
3s . Wir beginnen damit zu zeigen, dass es sich bei beiden Ringen tatsächlich

um euklidische Ringe handelt. Zuerst befassen wir uns mit den Gauss’schen Zahlen.

Proposition 1.15. Die Abbildung N : Zriszt0u Ñ N definiert durch

pa` biq ÞÑ a2 ` b2

ist eine euklidische Normfunktion für Zris. Insbesondere macht N Zris zu einem euklidischer Ring.

Bemerkung 1.16. Die Normfunktion N ist die Restriktion des Quadrats des komplexen Absolut-
betrags auf die Teilmenge Zris Ă C. Es gilt also Npaq “ aā.

Bevor wir Proposition 1.15 beweisen zeigen wir

Lemma 1.17. Die Abbildung N aus Proposition 1.15 ist multiplikativ, das heisst für alle a, b P R
gilt

Npabq “ NpaqNpbq.

Beweis. Seien a “ a1 ` a2i und b “ b1 ` b2i zwei Elemente in Zris . Dann gilt

Npabq “ pa1b1 ´ a2b2q
2 ` pa1b2 ` a2b1q

2

“ pa1b1q
2 ´ 2a1b1a2b2 ` pa2b2q

2 ` pa1b2q
2 ` 2a1b1a2b2 ` pa2b1q

2

“ pa1b1q
2 ` pa1b2q

2 ` pa2b1q
2 ` pa2b2q

2

“ pa2
1 ` a

2
2qpb

2
1 ` b

2
2q

“ NpaqNpbq

�

Nun widmen wir uns dem Beweis von Proposition 1.15.

Beweis. Es ist offensichtlich, dass die Abbildung N wohldefiniert ist. Seien nun a, b P Zris, wobei
b ­“ 0. Wir müssen nun die Existenz von zwei Gauss’schen Zahlen q, r P Zris zeigen, die a “ qb` r
sowie r “ 0 oder Nprq ă Npbq erfüllen. Die Zahl a

b ist eine komplexe Zahl. Geometrisch bilden
die Gauss’schen Zahlen ein Gitter in der komplexen Ebene (siehe Fig. 1), dessen Kanten zwischen
Knoten immer Länge 1 haben. Da a

b innerhalb einer Masche dieses Gitters liegen muss, hat a
b zum
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Abbildung 1. Visualisierung von Zris als Gitter in der komplexen Ebene. Die
Elemente von Zris entsprechen den Knotenpunkten

nächsten Gitterpunkt einen Abstand der kleiner gleich
?

2
2 ist. Deshalb existiert ein q P Zris, so

dass |a{b´ q| ă 1. Wir setzen nun r “ a´ bq P Zris und beobachten, dass

Nprq “ Npa´ bqq “ |bp
a

b
´ qq|2 “ |b|2|

a

b
´ q|2 ă |b|2 “ Npbq,

wie gewünscht. Die Behauptung folgt. �

Wir bestimmen nun als nächstes die Einheiten in Zris .

Lemma 1.18. Die Einheiten in Zris sind die Elemente t1,´1, i,´iu.

Beweis. Durch Proposition 1.14 wissen wir, dass eine Einheit e P Zris Npeq “ Np1q erfüllen muss.
Da gilt Np1q “ 12 “ 1 folgt, dass die Einheiten genau jene Elemente sind die Npeq “ 1 erfüllen.
Schreiben wir e “ a` bi so folgt mit Npa` biq “ a2 ` b2 die Behauptung. �

Bemerkung 1.19. Wir halten fest, dass eine Einheit in Zris unter N auf 1 abgebildet wird.

Bevor wir mit der Bestimmung der Primelemente beginnen, widmen wir uns zwischenzeitlich
dem Ring Z r

?
3s . Wie für Zris beginnen wir damit zu zeigen, dass es sich bei Z r

?
3s ebenfalls

um einen euklidischen Ring handelt.

Proposition 1.20. Die Abbildung N?3 : Qr
?

3szt0u Ñ Qą0 definiert durch

pa` b
?

3q ÞÑ |a2 ´ 3b2|

eingeschränkt auf Zr
?

3s ist eine euklidische Normfunktion auf Zr
?

3s.

Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Proposition 1.15, wobei wir dem Beweis aus [5] folgen.
Wieder zeigen wir zuerst

Lemma 1.21. Die Abbildung N?3 ist multiplikativ.

Beweis. Seien a “ a1 ` a2

?
3 und b “ b1 ` b2

?
3 Elemente von Qr

?
3s. Dann gilt:

N?3pabq “ N?3ppa1 ` a2

a

3sqpb1 ` b2
?

3qq

“ N?3ppa1b1 ` 3a2b2q ` pa1b2 ` a2b1q
?

3q

“ |pa1b1 ` 3a2b2q
2 ´ 3pa1b2 ` a2b1q

2|

“ |pa1b1q
2 ` p3a2b2q

2 ´ 3ppa1b2q
2 ´ pa2b1q

2q|

“ |a2
1 ´ 3a2

2||b
2
1 ´ 3b22|

“ N?3ppa1 ` a2

a

3sqqN?3ppb1 ` b2
?

3qq

“ N?3paqN
?

3pbq

�

Nun beweisen wir Proposition 1.20

Beweis. Die Wohldefiniertheit der Abbildung ist klar. Wir bemerken, dass für rationale p, q P Q
mit |p| ď 1

2 und |q| ď 1
2 gilt

|p2 ´ 3q2| ď
3

4
ă 1.
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Seien nun x “ u` v
?

3 sowie y “ u1 ` v1
?

3 für u, v, u1, v1 P Q, dann haben x` y, xy und x{y die
selbe Form. Seien nun a, b P Zr

?
3s mit b ­“ 0, dann ist a

b “ u` v
?

3 für u, v P Q. Wir wählen nun

ganze Zahlen m,n P Z so dass |u´m| ď 1
2 und |v ´ n| ď 1

2 . Mit q “ m` n
?

3 gilt dann

N?3p
a

b
´ qq “ |pu´mq2 ´ 3pv ´ nq2| ă 1.

Deshalb ist für r “ a´ bq P Zr
?

3s

N?3prq “ N?3pa´ bqq “ N?3pbqN
?

3p
a

b
´ qq ă N?3pbq,

und die Behauptung folgt. �

Wir können nun auch die Einheiten in Z r
?

3s bestimmen.

Bemerkung 1.22. Es gilt N?3p1q “ 1. Desweiteren ist N?3paq “ |aā|.

Es gilt das

Lemma 1.23. Die Einheiten in Z r
?

3s sind alle Zahlen a` b
?

3, welche a2 ´ 3b2 “ ˘1 erfüllen.

Beweis. Sei x “ a ` b
?

3 mit a2 ´ 3b2 “ ˘1. Dann gilt offensichtlich N?3pxq “ 1, woraus mit

Bemerkung 1.22 und Proposition 1.14 folgt, dass x eine Einheit ist. Sei umgekehrt x “ a ` b
?

3
eine Einheit, dann gilt wieder wegen Bemerkung 1.22 und Proposition 1.14 N?3pxq “ 1 weshalb

a` b
?

3 “ ˘1 sein muss. Die Behauptung folgt. �

1.4. Primelemente in Zris und Z r
?

3s. In diesem Abschnitt bestimmen wir nun die Primele-
mente in Zris und Z r

?
3s bis auf Assoziiertheit.

Bemerkung 1.24. Wenn wir im folgenden von Primzahlen in Z sprechen, so meinen wir die Prim-
elemente von Z, weshalb auch Zahlen mit negativem Vorzeichen Primzahlen sind.

Um uns zu vergewissern, dass diese Klassifizierung nicht trivial ist, betrachten wir die folgenden
zwei Beispiele

Beispiel 1.25. In Zris können wir die Primzahl 2 P Z schreiben als p1 ´ iqp1 ` iq. Deshalb ist 2
kein Primelement in Zris .

Ähnlich finden wir auch in Zr
?

3s, dass nicht alle Primzahlen aus Z zu Primelementen in Z r
?

3s
werden.

Beispiel 1.26. Wir können die Primzahl 13 in Z r
?

3s als p4`
?

3qp4´
?

3q zerlegen.

Bevor wir uns der Klassifizierung der Primelemente widmen, beweisen wir zwei nützliche Hilfs-
lemmas. Wir beginnen mit dem

Lemma 1.27. Ist π P Zris (resp. Z r
?

3s ) ein Element mit Npπq “ p (resp. N?3pπq “ p) für eine

Primzahl p P Z, so ist π ein Primelement in Zris (resp. Z r
?

3s ).

Beweis. Der Beweis verwendet nur die Multiplikativität der jeweiligen euklidischen Norm, sowie
Proposition 1.14 zusammen mit Bemerkung 1.19 bzw. Bemerkung 1.22. Deswegen können wir
o.B.d.A. nur den Fall Zris betrachten. Sei π wie in der Annahme. Angenommen π “ ab für a, b P
Zris, so folgt aus der Multiplikativität von N

p “ Npπq “ Npabq “ NpaqNpbq,

weshalb mit p prim folgt, dass entweder Npaq “ 1 oder Npbq “ 1 gilt, so dass eines der Elemente
eine Einheit sein muss. Es folgt, dass π ein irreduzibeles Element ist. Mit Lemma 1.13 folgt, dass
π ein Primelement ist. �

Desweiteren gilt auch das folgende

Lemma 1.28. Ist π P Zris ein Primelement, so folgt Npπq P tp, p2u für eine Primzahl p P N.
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Beweis. Sei π P Zris ein Primelement. Dann folgt mit Npπq “ ππ̄, dass π | Npπq P N teilt. Wir
können eine Primzerlegung für Npπq finden und schreiben Npπq “ p1 . . . pn für Primzahlen pi P N.
Da π ein Primelement ist teilt π eine der Primzahlen, sagen wir pk. Dann gilt pk “ πb für ein
b P Zris. Mit der Multiplikativität der Normfunktion folgt

p2 “ Nppkq “ Npπbq “ NpπqNpbq,

weshalb Npπq “ p oder Npπq “ p2 gelten muss. �

Gleichermassen gilt

Lemma 1.29. Ist π P Zr
?

3s ein Primelement, so folgt N?3pπq P tp, p
2u für eine Primzahl p P N.

Der Beweis ist sehr änhlich zu dem Beweis von Lemma 1.28.

Beweis. Sei π P Zr
?

3s ein Primelement. Aus N?3pπq “ |ππ̄| folgt mit N?3pπq “ p1 . . . pn und dem
Wissen, dass π ein Primelement ist, dass π | pk für ein pk aus obigem Produkt. Mit pk “ πb folgt
mittels Multiplikativität

p2 “ N?3ppkq “ N?3pπbq “ N?3pπqN
?

3pbq,

weshalb N?3pπq “ p oder N?3paq “ p2, wie gewünscht. �

Bemerkung 1.30. Ist π ein Primelement in Zris oder Z r
?

3s , dann folgt aus den obigen Lemmas für
den Fall, dass Npπq “ p2 bzw. N?3pπq “ p2 mit Lemma 1.6, dass π assoziiert zu p ist. Ausserdem
gilt, dass π | p.

Abschliessend bestimmen wir nun die Primelemente von Zris und Z r
?

3s bis auf Assoziiertheit.
Wir beginnen mit Zris und beweisen hierfür noch ein weiteres Hilfslemma:

Wir reporduzieren dabei die Argumentation in Neukirchs Algebraische Zahlentheorie [4]:

Proposition 1.31. Für Primzahlen p ­“ 2 gilt

p “ a2 ` b2 pa, b P Zq ðñ p ” 1 mod 4.

Beweis. Angenommen p ist eine ungerade Primzahl der Form p “ a2 ` b2 pa, b P Zq. Dann folgt
p ” 1 mod 4, da für Quadratzahlen gilt, dass sie

a2 ” 1 mod 4 oder a2 ” 0 mod 4

erfüllen und weil p ungerade ist. Für die andere Richtung genügt es zu zeigen, dass eine Primzahl
mit p ” 1 mod 4 kein Primelement in Zris ist. In diesem Fall gibt es eine Zerlegung p “ ab in zwei
Nicht-Einheiten a, b P Zris. Mit Lemma 1.17 können erhalten wir, dass

p2 “ Nppq “ Npabq “ NpaqNpbq

gilt, woraus mit Bemerkung 1.19 Npaq “ Npbq “ p folgt. Also gilt dann mit a “ a1 ` a2i,
dass a2

1 ` a2
2 “ p, wie gewünscht. Um zu sehen, dass eine Primzahl wie in der Annahmen kein

Primelement in Zris bleibt verwenden wir, dass nach dem Satz von Wilson für Primzahlen p gilt

pp´ 1q! ”p ´1 mod p.

Sei nun p “ 4k ` 1, so gilt mit

´1 ”p pp´ 1q! “ p1 . . . 2kqpp´ 1 . . . p´ 2kq

”p p2kq!pp´1q2k2kq!

“ pp2kq!q2,

dass für x “ p2kq! gilt p | x2 ` 1 “ px` iqpx´ iq. Es gilt aber offensichtlich x
p ˘

i
p R Zris, so dass p

keinen der Faktoren teilt und deshalb kein Primelement in Zris ist. �

Wir beweisen nun

Theorem 1.32. Die Primzahlen in Zris bis auf Assoziiertheit sind:

‚ 1` i
‚ a` bi wobei a2 ` b2 “ p P Zzt2u eine Primzahl ” 1 mod 4 ist
‚ p, wobei p ” 3 mod 4 eine Primzahl in Z ist.
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Auch in diesem Fall folgen wir der Argumentation in [4].

Beweis. Mit Hilfe von Lemma 1.27 ist es in den ersten zwei Fällen klar, dass es sich bei den
Elemente um Primelemente handelt. Sei nun p P Zris mit p ” 3 mod 4. Wenn p kein Primelement
ist, dann ist es wegen Lemma 1.13 auch nicht irreduzibel und wir können p “ ab für Nicht-Einheiten
a, b P Zris schreiben. In diesem Fall folgt mit p2 “ Nppq “ NpaqNpbq, dass Npaq “ p gilt, weshalb
mit a “ a1 ` a2i der Widerspruch p “ a2

1 ` a2
2 ðñ p – 1 mod 4 ensteht. Nun bleibt nur zu

zeigen, dass alle Primelemente assoziiert zu einem dieser drei Elemente ist. Sei π ein beliebiges
Primelement in Zris . Wegen Lemma 1.28 gilt dann Npπq P tp, p2u, wobei p P N eine Primzahl
ist. Angenommen es gilt Npπq “ p. Schreiben wir π “ a ` bi, so folgt a2 ` b2 “ p. Im Fall p “ 2
müssen dann sowohl a als auch b Absolutbetrag 1 haben, weshalb nur vier Elemente in Frage
kommen. Durch Betrachtung der Einheiten sehen wir sofort, dass alle diese vier Elemente zu 1` i
assoziiert sind. Für p ­“ 2 folgt wegen Proposition 1.31 in diesem Fall p – 1 mod 4, so dass π einem
Primelement aus unserer obigen Liste entspricht. Ist dagegen Npπq “ p2, so folgt mit Bemerkung
1.30, dass π assoziiert zu p ist. Desweiteren gilt p – 3 mod 4, da sonst entweder p “ 2, woraus
dann 2 “ p1 ` iqp1 ´ iq folgt, oder aber es ist p – 1 mod 4 womit dann nach Proposition 1.31
a2 ` b2 “ p gelten muss und somit p “ pa` biqpa´ biq wäre. In beiden Fällen teilt p kein Element
auf der rechten Seite, woraus folgt, dass p kein Primelement ist. Da Assoziierte von Primelementen
auch Primelemente sind, impliziert dies, dass auch π kein Primelement ist. Ein Widerspruch zur
Annahme. Das Theorem folgt. �

Als letztes Theorem klassifizieren wir nun die Primelemente von Z r
?

3s bis auf Assoziiertheit.

Theorem 1.33. Die Primzahlen in Z r
?

3s sind bis auf Assoziiertheit:

‚ ´1`
?

3
‚
?

3
‚ a ` b

?
3 wobei a2 ´ 3b2 “ ˘p P Zzt2, 3u eine Primzahl ist sodass 3 ein Quadrat in Z{pZ

ist p ðñ p – ˘1 mod 12q
‚ p, wobei p eine Primzahl ist sodass 3 kein Quadrat in Z{pZ ist ( ðñ p – ˘5 mod 12q

Im Beweis von Theorem 1.33 werden wir das folgende Lemma verwenden.

Lemma 1.34. Für eine Primzahl p P Z gilt ˘p “ a2 ´ 3b2 ùñ 3 ist ein Quadrat in Z{pZ.

Beweis. Sei p prim mit ˘p “ a2 ´ 3b2. Angenommen b ”p 0 mod p, dann folgt auch a ”p 0 mod p,
was aber wegen ˘p “ a2 ´ 3b2 nicht eintreten kann. Es ist also b ıp 0 mod p. Dann gilt

a2 ´ 3b2 “ ˘p

ðñ a2 ´ 3b2 ”p 0

ðñ a2 ”p 3b2

ðñ a2pb´1q2 ”p 3

ðñ pab´1q2 ”p 3

und die Behauptung folgt. �

Bemerkung 1.35. Allgemein gilt für eine Primzahl p, wenn a2´3b2 ”p 0, dass entweder a ”p b ”p 0
oder 3 ist ein Quadrat in Z{pZ.

Der Beweis ist ähnlich zu dem Beweis von Theorem 1.32.

Beweis. Mit Hilfe von Lemma 1.27 ist es auch hier klar, dass es sich bei den ersten drei Elementen
der Liste jeweils um Primzahlen handelt. Sei nun p P Z ein Primelement, sodass 3 kein Quadrat
in Z{pZ ist. Angenommen p ist kein Primelement in Zr

a

p3qs, dann können wir für zwei Nicht-

Einheiten a, b P Zr
?

3s schreiben p “ ab. Mit p2 “ N?3ppq “ N?3pabq “ N?3paqN
?

3pbq folgt dann
Npaq “ p, weshalb nach Lemma 1.34 3 ein Quadrat in Z{pZ ist, ein Widerspruch.

Nachdem wir nun gezeigt haben, dass die vier Elemente prim sind, sei π P Zr
?

3s ein beliebiges
Primelement. Nach Lemma 1.29 gilt dann N?3pπq P tp, p

2u. Im Fall N?3pπq “ p unterscheiden wir
zwischen den Fällen p “ 2, p “ 3, sowie p P Zzt2, 3u. Angenommen p “ 2. Wir können schreiben
2 “ p2 `

?
3qp´1 `

?
3q2. Mit Bemerkung 1.30 folgt π | 2 weshalb πβ “ 2. Mit der Eindeutigkeit
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der Primfaktorisierung folgt nun π „ p´1 `
?

3q. Ähnlich verfahren wir für p “ 3. In diesem Fall

faktorisieren wir 3 “
?

3
2

und argumentieren wie oben. Also π | 3, weshalb aus πβ “ 3 “
?

3
2

wegen der Eindeutigkeit der Primzerlegung Assoziiertheit folgt. Sei nun Npπq “ p P Zzt2, 3u.
Dann gilt a2 ´ 3b2 “ ˘p und mit Lemma 1.34 folgt ausserdem, dass 3 ein Quadrat in Z{pZ ist.
Sei nun N?3pπq “ p2. Mit Bemerkung 1.30 folgt direkt dass π „ p. Es verbleibt zu zeigen, dass

3 kein Quadrat in Z{pZ ist. Wir nehmen dafür an, dass 3 ” c2 mod p gilt und führen dies zu
einem Widerspruch. Wir haben N?3pc `

?
3q “ ˘c2 ´ 3 ” 0 mod p. Wir können nun o.B.d.A

c P r´p´1
2 , p´1

2 s wählen. In diesem Fall erhalten wir p2 - c2 ´ 3 während aber gleichzeitig per

Annahme gilt, dass p | pc`
?

3qpc´
?

3q “ c2´ 3. Da p prim ist, gilt p | pc`
?

3q oder p | pc´
?

3q.
Deshalb folgt ggT pp, c `

?
3q ­“ ˘1 oder ggT pp, c ´

?
3q ­“ ˘1. Sei β einer der ggT ungleich

˘1. Unter Verwendung der Multiplikativität der Normfunktion folgt N?3pβq | N
?

3ppq “ p2 und

N?3pβq | c
2 ´ 3 “ pc `

?
3qpc ´

?
3q. Es folgt N?3pβq P tp, p

2u. Da wir aber bereits wissen, dass

p2 - c2 ´ 3 muss N?3pβq “ p gelten. Deshalb ist β nach Lemma 1.27 ein Primelement und es gilt

ππ̄ “ ˘p2 “ βββ̄β̄.

Weil β prim ist, ist dies ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Primzerlegung im euklidischen Ring
Zr
?

3s, weshalb 3 kein Quadrat in Z{pZ sein kann.
Das Theorem folgt.

�

Wir haben nun sowohl die Einheiten, als auch die Primelemente bis auf Assoziiertheit in den
beiden euklidischen Ringen Zris und Z r

?
3s bestimmt.

2. Legendresymbol & Lucas-Lehmer-Test

Gabriel Dettling, gabriede@student.ethz.ch

Lemma 2.1. Endliche Körper haben zyklische Einheitengruppen.

Beweis. Sei K ein endlicher Körper. Nach dem Klassifikationssatz für endlich erzeugte abelsche
Gruppen ist

Kˆ – Z{e1Z ‘ ... ‘ Z{erZ
mit e1 | e2 | ... | er. Daraus folgt, dass jedes Element von Kˆ eine Nullstelle von Xer ´ 1 ist. Ein
Polynom in KrXs vom Grad er hat jedoch höchstens er verschiedene Nullstellen in K. Es gilt also

r
ź

i“1

ei “ |K
ˆ| ď er

und somit r “ 1. �

Definition 2.2. Sei a P Z. Das Legendresymbol
`

a
p

˘

ist

ˆ

a

p

˙

“

$

’

&

’

%

0 falls a ” 0 mod p

`1 falls a ” b2 mod p für ein b P Z
´1 sonst

Man sagt auch a ist ein quadratischer Rest modulo p falls
`

a
p

˘

“ 1. Da dies nur von der

Restklasse von a modulo p abhängt schreiben wir auch
`

a
p

˘

für a P Z{pZ.

Lemma 2.3. Sei p eine Primzahl und g eine Primitivwurzel modulo p, d.h. ein Erzeuger von
pZ{pZqˆ. Dann sind die quadratischen Reste in Z{pZ genau tg2k | k P Zu, und für p ungerade ist

ÿ

aPZ{pZ

ˆ

a

p

˙

“
ÿ

aPpZ{pZqˆ

ˆ

a

p

˙

“ 0

Beweis. Es ist klar, dass jedes solche Element ein quadratischer Rest ist. Ist umgekehrt a “ b2 für
a, b P pZ{pZqˆ, so ist b “ gk für ein k P Z und somit a “ g2k.
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Für p ungerade ist |pZ{pZqˆ| gerade, und somit sind für ein a P pZ{pZqˆ die k mit gk “ a alle

gerade oder alle ungerade. Also ist
`

g2k`1

p

˘

“ ´1 für alle k P Z. Die obige Gleichung folgt also aus

Z{pZ “ t0, g, g2, ..., gp´2, gp´1u. �

Theorem 2.4. (Eulersches Kriterium) Ist p eine ungerade Primzahl, so gilt
ˆ

a

p

˙

” a
p´1
2 mod p

für alle a P Z

Beweis. Für a ” 0 mod p sind beide Seiten 0. Sei also ab jetzt a ı 0 mod p. Dann gilt
ˆ

a

p

˙

“ 1 ðñ a
p´1
2 ” 1 mod p

ñ Ist a ” b2 mod p, so ist a
p´1
2 ” bp´1 ” 1 mod p

ð Sei g eine Primitivwurzel modulo p, und schreibe a ” gk für k P t1, ...p´ 1u. Aus

gk
p´1
2 ” a

p´1
2 ” 1

folgt pp´ 1q | k p´1
2 . Somit ist k gerade und nach Lemma 2.3 ist

`

a
p

˘

“ 1

Da wegen pa
p´1
2 q2 “ ap´1 ” 1 beide Seiten Werte in t˘1u haben, beweist dies die Aussage des

Satzes. �

Korollar 2.5. Für alle a, b P Z, p prim gilt
ˆ

ab

p

˙

“

ˆ

a

p

˙ˆ

b

p

˙

Beweis. Mit dem Eulerschen Kriterium (2.4), bzw. für p “ 2 mit
`

a
p

˘

” amod 2, folgt dass die

beiden Seiten Kongruent modulo p sind. Da zudem beide Seiten Werte in t˘1, 0u bzw. für p “ 2
in t0, 1u haben impliziert die Kongruenz eine Gleichheit. �

Proposition 2.6. Ist p eine ungerade Primzahl, so gilt
ˆ

2

p

˙

“ p´1q
p2´1

8

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass p´1q
p2´1

8 nur von p modulo 8 abhängt:

p´1q
pp`8kq2´1

8 “ p´1q
p2´1

8 `2k`8k2 “ p´1q
p2´1

8

Dasselbe gilt für
`

2
p

˘

: nach dem Eulerschen Kriterium 2.4 ist
ˆ

2

p

˙

” 2
p´1
2 mod p

Mit 2 “ p´iqp1` iq2 gilt in Zris:

2
p´1
2 “ p´iq

p´1
2 p1` iqpp´1q “

p´iq
p´1
2

1` i
p1` iqp ”

p´iq
p´1
2

p1` iq
p1` ipqmod p

Wegen i4 “ 1 ist der rechte Term auch nur abhängig von p modulo 8. Da p ungerade ist, genügt es

die Gleichheit für p ” ˘1,˘3 mod 8 zu prüfen. Sowohl im obigen Ausdruck als auch in p´1q
p2´1

8

erhalten wir 1 für p ” ˘1 mod 8 und ´1 für p ” ˘3 mod 8. �

Definition 2.7. Sei p prim, ξ “ e
2πi
p . Die Gaussumme von a P Z ist

ga “
p´1
ÿ

i“1

ˆ

i

p

˙

ξai.

Lemma 2.8. Seien p, q verschiedene ungerade Primzahlen und a P Z, a ı 0 mod p. Dann gilt

(1) ga “
`

a
p

˘

g1

(2) g2
1 “

`

´1
p

˘

p

(3) gq1 ” gq mod q
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Beweis. (1) Da alle Summanden nur von der Restklasse von i modulo p abhängen, können wir
die Indexverschiebung i ÞÑ ai anwenden:

ˆ

a

p

˙

g1 “

ˆ

a

p

˙ p´1
ÿ

i“1

ˆ

ai

p

˙

ξai “
p´1
ÿ

i“1

ˆ

i

p

˙

ξai “ ga

Die zweite Gleichheit verwendet die Multiplikativität des Legendresymbols und
`

a2

p

˘

“ 1.

(2) Wie in (1) verwenden wir die Indexverschiebung j ÞÑ ij, und erhalten

g2
1 “

p´1
ÿ

i,j“1

ˆ

ij

p

˙

ξi`j “
p´1
ÿ

i,j“1

ˆ

i2j

p

˙

ξipj`1q “

p´1
ÿ

j“1

ˆ

j

p

˙ p´1
ÿ

i“1

ξipj`1q

Für j “ p´ 1 ist ξipj`1q “ pξpqi “ 1. Für j ` 1 ı 0 mod p ist

p´1
ÿ

i“1

ξipj`1q “

p´1
ÿ

i“1

ξi “
ξp ´ 1

ξ ´ 1
´ 1 “ ´1

Also erhalten wir

g2
1 “ pp´ 1q

ˆ

p´ 1

p

˙

´

p´2
ÿ

i“1

ˆ

i

p

˙

Aber nach Lemma 2.3 ist
řp´1
i“1

`

i
p

˘

“ 0. Somit folgt (2):

g2
1 “ p

ˆ

p´ 1

p

˙

“ p

ˆ

´1

p

˙

(3) Da q prim und ungerade ist, gilt

gq1 “

ˆ p´1
ÿ

i“1

ˆ

i

p

˙

ξi
˙q

”

p´1
ÿ

i“1

ˆ

i

p

˙q

ξiq “
p´1
ÿ

i“1

ˆ

i

p

˙

ξiq “ gq mod q

�

Theorem 2.9. (quadratische Reziprozität) Sind p, q ungerade verschiedene Primzahlen, so gilt
ˆ

p

q

˙ˆ

q

p

˙

“ p´1q
pp´1qpq´1q

4

Beweis. Nach Lemma 2.8, Teil (2) und (3) ist

gq ” gq1 “ g1pg
2
1q

q´1
2 “ g1

ˆˆ

´1

p

˙

p

˙

q´1
2

mod q

Nach Teil (1) ist

gq “ g1

ˆ

q

p

˙

Da aus Lemma 2.8, Teil (2) g1 ı 0 mod q folgt, ist
ˆ

q

p

˙

”

ˆˆ

´1

p

˙

p

˙

q´1
2

mod q

Mit dem Eulerschen Kriterium 2.4 und der Multiplikativität erhalten wir

ˆ

q

p

˙

”

ˆ

`

´1
p

˘

p

q

˙

“

ˆ

p

q

˙ˆ

p´1q
p´1
2

q

˙

“

ˆ

p

q

˙

p´1q
p´1
2

q´1
2 mod q

Analog zum Beweis der Multiplikativität sind hier beide Seiten in t˘1u, und deshalb sind sie nicht
nur kongruent sondern sogar gleich. �

Theorem 2.10. (Lucas-Lehmer-Test) Sei pSkqkě1 die Folge definiert durch S1 “ 4 und Sk`1 “

S2
k ´ 2. Ist p eine ungerade Primzahl, und n “ 2p ´ 1 so gilt:

n ist prim ðñ n | Sp´1

Beweis. Seien ω “ 2`
?

3, ω̄ “ 2´
?

3. Mit einem Induktionsargument folgt Sk`1 “ ω2k ` ω̄2k für
alle k ě 1.
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ñ Angenommen n sei Prim: Aus dem eulerschen Kriterium folgt

2
n´1
2 ”

ˆ

2

n

˙

“

ˆ

2` 2n

n

˙

“ 1 modn

Mit ω “ 1
2 p1`

?
3q2 und 2p´1 “ n`1

2 rechnen wir nun

ω2p´1

” 2
n´1
2 ω

n`1
2 “

1

2
p1`

?
3qn`1 ”

1

2
p1`

?
3
n
qp1`

?
3q “

1

2
p1` 3

n´1
2

?
3qp1`

?
3qmodn

Aus dem quadratischen Reziprozitätsgesetz, sowie n ” p´1qp ´ 1 ” ´2 ” 1 mod 3
erhalten wir

3
n´1
2 ”

ˆ

3

n

˙

“ ´

ˆ

n

3

˙

“ ´

ˆ

1

3

˙

“ ´1 modn

Insgesamt folgt also

ω2p´1

”
1

2
p1´

?
3qp1`

?
3q “ ´1 modn

Sp´1 “ ω2p´2

` ω̄2p´2

“ ω̄2p´2

pω2p´1

` 1q ” 0 modn

ð Sei umgekehrt Sp´1 “ an für a P N. Falls ein Primfaktor q P r3,
?
ns von n existiert, so ist

ω2p´1

“ Sp´1ω
2p´2

´ 1 ” ´1 mod q

Somit ist ω eine Einheit der Ordnung 2p in Zr
?

3s{qZr
?

3s:
Wegen ω2p “ 1 ist ω eine Einheit, und die Ordnung von ω teilt 2p.

Wegen ω2p´1

“ ´1 und ´1 ‰ 1 da q ‰ 2, kann die Ordnung von ω kein Teiler von 2p´1

sein. Also bleibt nur 2p.
Aber Zr

?
3s{qZr

?
3s hat nur q2 ´ 1 von 0 verschiedene Elemente, und

2p ď q2 ´ 1 ď n´ 1 “ 2p ´ 2

geht nicht. Also ist n eine Primzahl.

�

3. Pell Gleichung und Einheiten in quadratischen Zahlkörpern

Johann Birnick, jbirnick@student.ethz.ch

3.1. Die Pell Gleichung. Die Gleichung

x2 ´ dy2 “ 1,

wobei d ą 0 ganzzahlig, heißt Pell Gleichung. Die Lösungen px, yq P R2 bilden eine Hyperbel:

−10 −5 5 10

−5

5
d=2

d=7

Wir suchen die ganzzahligen Lösungen px, yq P Z2. Wie wir bald sehen werden, stehen diese
in Zusammenhang mit der Struktur von Einheiten in bestimmten Ringen. Dem liegt die Identität
x2 ´ dy2 “ px`

?
dyqpx´

?
dyq zu Grunde, die uns bereits in diesem Kapitel helfen wird.

Wir haben immer die trivialen Lösungen px, yq “ p˘1, 0q. Falls d “ n2 eine Quadratzahl ist, so
erfüllt jede Lösung px` nyqpx´ nyq “ 1, also x` ny “ x´ ny p“ ˘1q, also y “ 0, und wir haben
nur die trivialen Lösungen. Für dieses Kapitel fixieren wir also ein d, dass keine Quadratzahl ist.
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Es gibt verschiedenste Methoden, die Pell Gleichung zu lösen. Eine wichtige Beobachtung ist,
dass große Lösungen px, yq gute rationale Approximationen von

?
d liefern, denn x{y «

?
d.

Tatsächlich kann man
?
d in Kettenbrüche entwickeln, und alle (positiven) Lösungen der Pell-

gleichung treten als solcher Kettenbruch auf. Wir verfolgen eine etwas andere Methode, die aber
auch auf rationalen Approximationen beruht:

Satz 3.1 (Dirichlet Lemma). Sei x P R und N P N`. Dann gibt es p, q P Z teilerfremd mit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

qpN ` 1q
und 1 ď q ď N.

Beweis. Wir schreiben rξs für ξ´tξu und betrachten dieN`1 Zahlen 0, rxs, r2xs, ..., rNxs P r0, 1q.

Wir teilen r0, 1q in die N ` 1 disjunkten Intervalle r j
N`1 ,

j`1
N`1 q, j “ 0, ..., N , auf.

Wenn im letzten Intervall eine Zahl liegt, gibt es also 1 ď q ď N ganz mit N
N`1 ď rqxs ă 1.

Mit p– rqxs folgt |qx´ p| ď 1
N`1 , also die Behauptung.

Sonst gibt es nach dem Schubfachprinzip ein Intervall, in dem zwei Zahlen liegen.
Also 0 ď r ă s ď N ganz mit |rrxs ´ rsxs| ă 1

N`1 . Mit q – s ´ r und p – tsxu ´ trxu folgt

|qx´ p| “ |sx´ rx´ tsxu` trxu| “ |rsxs ´ rrxs| ă 1
N`1 .

Für p, q teilerfremd, teile einfach durch ggTpp, qq; unsere Abschätzung wird nur strikter. �

Korollar 3.2. Sei x P RzQ. Dann gibt es unendlich viele p, q P Z teilerfremd mit |qx´ p| ă 1
q .

Beweis. Das Dirichlet Lemma mit N beliebig liefert ein solches Paar, da |qx´p| ď 1
N`1 ă

1
q . Wenn

es nur endlich viele solcher Paare ppi, qiq gibt, ist ε– mini |qix´pi| ą 0 da x R Q. Anwendung des
Lemmas mit N ě 1{ε liefert dann wegen |qx´ p| ă 1{N ď ε aber ein verschiedenes Paar.  �

Theorem 3.3. Die Pell Gleichung x2 ´ dy2 “ 1, 0 ă d ‰ n2, hat eine nichttriviale Lösung
px, yqP Z2.

Beweis. Nach Korollar 3.2 gibt es unendlich viele x, y P N teilerfremd mit |x´ y
?
d| ď 1

y ď 1.

(N statt Z da
?
d ą 1) Insbesondere gilt für diese auch x ď 1` y

?
d, und somit

|x2 ´ dy2| “ |x` y
?
d||x´ y

?
d| ď

x` y
?
d

y
ď

1` 2y
?
d

y
ď 1` 2

?
d.

Da |x2´dy2| ganz ist, gibt es nach dem Schubfachprinzip ein M P r´1´2
?
d, 1`2

?
ds ganzzahlig,

sodass die Gleichung x2 ´ dy2 “M unendlich viele Lösungen px, yq P N2 mit x, y teilerfremd hat.

M ‰ 0 da
?
d R Q. Da pZ{MZq2 endlich ist, gibt es nach dem Schubfachprinzip zwei verschiedene

Lösungen px1, y1q, px2, y2q P N2 mit x1 ” x2 modM und y1 ” y2 modM . Wir definieren nun

A– x1x2 ´ dy1y2

B – x2y1 ´ x1y2
, sodass px1 ` y1

?
dqpx2 ´ y2

?
dq “ A`B

?
d.

Es folgt A ” x2
1 ´ dy

2
1 ” 0 modM und B ” 0 modM , also A “M rA, B “M rB. Außerdem

A2 ´ dB2 “ pA`B
?
dqpA´B

?
dq “ px2

1 ´ dy
2
1qpx

2
2 ´ dy

2
2q “M2,

also rA2 ´ d rB2 “ 1. Die Lösung ist nicht trivial, da rB “ 0 ùñ x2y1 “ x1y2 ùñ
x1

y1
“ x2

y2
 . �

Um die Einheiten in besagten Ringen zu klassifizieren, genügt uns dieses Resultat bereits. Nichts-
destoweniger möchten wir noch zeigen, dass es sogar unendlich viele Lösungen der Pell Gleichung
gibt! Wir rechnen hier explizit aus, was wir gleich implizit machen werden, indem wir Elemente in
Ringen potenzieren.

Korollar 3.4. Die Pell Gleichung x2 ´ dy2 “ 1, 0 ă d ‰ n2, hat unendlich viele Lösungen
px, yq P Z2.

Beweis. Sei px, yq eine nichttriviale Lösung. Für n P N` definiere:

xn –
px` y

?
dqn ` px´ y

?
dqn

2
yn –

px` y
?
dqn ´ px´ y

?
dqn

2
?
d

Anhand der Binomialentwicklung sieht man, dass xn, yn P Z ganzzahlig sind. Es gilt

xn ` yn
?
d “ px` y

?
dqn und xn ´ yn

?
d “ px´ y

?
dqn,
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also folgt x2
n ´ dy

2
n “ pxn ` yn

?
dqpxn ´ yn

?
dq “ px2 ´ dy2qn “ 1.

Die Lösungen sind alle verschieden, da |xn ` yn
?
d| “ |x ` y

?
d|n und |x ` y

?
d| ‰ 1 da sonst

wegen 1 “ px` y
?
dqpx´ y

?
dq folgt x` y

?
d “ x´ y

?
d p“ ˘1q, also y “ 0  . �

Tatsächlich sind sogar alle Lösungen von solcher Form, in dem Sinne, dass es eine Fundamen-
tallösung px, yq P Z2 gibt, und jede andere Lösung ist von der Form p˘xn,˘ynq mit xn, yn wie im
letzten Beweis. Wir werden das im nächsten Kapitel sehen. (Streng genommen nur für spezielle d,
aber der Beweis funktioniert genauso für alle d, die wir hier betrachten.)

Die Lösungen von x2 ´ 2y2 “ 1 sind generiert von p˘3,˘2q, und lauten weiter p˘17,˘12q,
p˘99,˘70q, p˘577,˘408q, p˘3363,˘2378q, ... . Nachfolgend sind sie auf einem log-log Plot darge-
stellt. Warum sind die Abstände (nahezu) linear?

1 10 100 1000

1

10

100

1000

d=2

3.2. Quadratische Zahlkörper und Zahlringe. Als Zahlkörper bezeichnen wir alle endlichen
Körpererweiterungen von Q. Für ξ P C bezeichnet Qpξq den kleinsten Unterkörper von C, der

sowohl Q als auch ξ enthält. Im Folgenden möchten wir die quadratischen Zahlkörper Qp
?
dq

betrachten, wobei d P Z eine ganze Zahl ist.
Die Fälle d P t0, 1u sind schnell abgehandelt. Und wenn n2|d für ein n P N, so ist

?
d “ n

a

d{n2,

also Qp
?
dq “ Qp

a

d{n2q. Deshalb können wir voraussetzen, dass d R t0, 1u und d quadratfrei, das
heißt d besitzt nur einfache Primfaktoren. Wir fixieren ab nun ein solches d P Z.?

d ist (per Definition) Nullstelle des Polynoms X2 ´ d P QrXs, also algebraisch über Q. Da d

quadratfrei ist, ist auch
?
d R Q, also ist dies das Minimalpolynom und es folgt:

Qp
?
dq “ Q`Q

?
d “ ta` b

?
d | a, b P Qu

Dem Leser ist sicher bereits aufgefallen, dass in unserer bisher einheitlichen Betrachtung sich
doch zwei durchaus verschiedene Fälle ergeben. Ist nämlich d ă 0, so ist

?
d rein imaginär und wir

erhalten bildlich gesehen ein gleichmäßiges Gitter in C. In diesem Fall heißt der Körper imaginär-
quadratisch. Wenn hingegen d ą 0, so ist Qpdq ein Unterkörper von R, und er heißt reell-quadratisch.
Trotzdem möchten wir eine – zu der im komplexen Fall bereits bekannten analoge – allgemeine
Konjugation definieren:

: Qp
?
dq Ñ Qp

?
dq

z “ a` b
?
d ÞÑ z – a´ b

?
d

Dies ist ein Körperautomorphismus. So sieht man auch, dass die Konjugation gleichermaßen für
den Fall d ą 0 Sinn ergibt und wichtig ist, denn GalpQp

?
dq{Qq “ tid, u.

Dass Qp
?
dq ein endlichdimensionaler Q-Vektorraum ist, kann man noch anderweitig nutzen.

Die Multiplikation La`b
?
d mit a` b

?
d P Qp

?
dq ist wegen dem Distributiv- und Assoziativgesetz

nämlich eine lineare Abbildung auf Qp
?
dq. Wählen wir zum Beispiel die Basis p1,

?
dq, besitzt sie

die Matrixdarstellung

La`b
?
d »

ˆ

a db
b a

˙

.
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Über Determinante und Spur – beides unabhängig von der Wahl der Basis – können wir also
a` b

?
d P Qp

?
dq weitere Eigenschaften zuordnen, die Norm und die Spur :

N : Qp
?
dq Ñ Q tr : Qp

?
dq Ñ Q

z “ a` b
?
d ÞÑ a2 ´ db2 “ z ¨ z z “ a` b

?
d ÞÑ 2a “ z ` z

Man verifiziert, unter Verwendung der Multiplikativität der Determinante, dass:

Npz ¨ wq “ Npzq ¨Npwq trpz ` wq “ trpzq ` trpwq

Analog zu den ganzen Zahlen Z in den rationalen, möchten wir nun einen Unterring Od Ď Qp
?
dq

von Qp
?
dq als die “ganzen” Zahlen identifizieren. Eine sinnvolle Forderung scheint Od X Q “ Z.

Die erste Idee ist Z ` Z
?
d. Doch wir wollen stattdessden das normierte Minimalpolynom von

z P Qp
?
dq betrachten, pX ´ zqpX ´ zq “ X2 ´ trpzqX ` Npzq P QrXs bzw. X ´ z, und fordern,

dass es ganzzahlige Koeffizienten hat.

Definition 3.5. Od – tz P Qp
?
dq | trpzq P Z, Npzq P Zu Ď Qp

?
dq heißt quadratischer Zahlring.

Bemerkung 3.6. Auch für einen beliebigen Zahlkörper K betrachtet man die ganzen Zahlen OK Ď

K als die Elemente in K, deren normiertes Minimalpolynom in ZrXs liegt. Man nennt sie auch
ganz-algebraische Zahlen. Eine Zahl ist im Übrigen ganz-algebraisch genau dann, wenn sie Nullstelle
irgendeines normierten Polynoms in ZrXs ist. Das beweist man mit Hilfe des Gauss-Lemmas.

Lemma 3.7. Od ist tatsächlich ein Unterring, und es gilt:

‚ Od “ ta` b
?
d | a, b P Zu “ Z` Z

?
d falls d ” 2, 3 mod 4

‚ Od “ t
a`b

?
d

2 | a, b P Z und a ” bmod 2u “ Z` Zω mit ω “ 1`
?
d

2 falls d ” 1 mod 4

Bemerkung 3.8. p1,
?
dq beziehungsweise p1, 1`

?
d

2 q nennt man auch Ganzheitsbasis von Od.

Beweis. Durch Berechnen von Norm und Spur prüft man nach, dass die beschriebenen Mengen

tatsächlich in Od liegen. Sei nun A`B
?
d

2 P Od mit A,B P Q. Also A P Z und A2
´dB2

4 P Z.

Insbesondere A2´ dB2 P Z, also wegen A2 P Z auch dB2 P Z. Da d quadratfrei, folgt somit B P Z.
Wir haben also A,B P Z und A2 ” dB2 mod 4. Die einzigen Quadrate in Z{4Z sind 0 und 1.
 d ” 2, 3 mod 4 ùñ A2 ” B2 ” 0 mod 4 ùñ A ” B ” 0 mod 2.
 d ” 1 mod 4 ùñ A2 ” B2 mod 2 ùñ A ” B mod 2.
Also folgen die behaupteten Gleichungen. Dass diese Mengen tatsächlich einen Unterring bilden,

prüft man durch eine kurze Rechnung nach. �

Nachfolgend sind die Elemente von Od als Vektoren bezüglich der Basis p1,
?
dq dargestellt. Man

beachte, dass das nur im Fall d ă 0 auch der komplexen Zahlenebene entspricht!

1

√
d

d≡ 2, 3 mod 4

1

√
d

d≡ 1 mod 4
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3.3. Einheiten in quadratischen Zahlringen. Welche Elemente in Od sind invertierbar? Über
die Norm finden wir dafür ein klares Kriterium. Und durch die Darstellung in Lemma 3.7 können
wir dieses in diophantische Gleichungen umwandeln.

Lemma 3.9. Für z P Od ist z P Oˆd ðñ Npzq “ ˘1 .

Beweis. ñ zw “ 1 ùñ 1 “ Np1q “ NpzqNpwq ùñ Npzq “ ˘1
ð ˘1 “ Npzq “ zz ùñ z hat Inverses ˘z �

Korollar 3.10. Für a, b P Z gilt:

‚ a` b
?
d P Oˆd ðñ a2 ´ db2 “ ˘1 falls d ” 2, 3 mod 4

‚ a`b
?
d

2 P Oˆd ðñ a2 ´ db2 “ ˘4 falls d ” 1 mod 4

Beweis. Im Fall d ” 2, 3 mod 4 ist das genau Lemma 3.9. Für d ” 1 mod 4 haben wir auch

˘1 “ Npa`b
?
d

2 q “
`

a
2

˘2
´ d

`

b
2

˘2
ðñ ˘4 “ a2 ´ db2, aber wir müssen zeigen, dass für jede

Lösung der rechten Gleichung auch a ” bmod 2 gilt. Wir haben aber d ” 1 mod 2, also folgt wegen
a2 ´ db2 ” 0 mod 2, dass a2 ” b2 mod 2, also a ” bmod 2. �

Im Fall d ą 0 entspricht die Norm dem Absolutbetrag. Dann sieht man schnell an obigem
Bildchen, dass wir nur endlich viele Einheiten haben können.

Satz 3.11. Im imaginär-quadratischen Fall d ă 0 sind alle Einheiten Einheitswurzeln. Konkret:

Oˆ´1 “ xξ4y Oˆ´3 “ xξ6y Oˆd “ xξ2y “ ˘1 für d ď ´5 oder d “ ´2

Beweis. Sei e P Od. Da d ă 0 entspricht die Norm dem komplexen Absolutbetrag. Insbesondere
ist Npeq ą 0, also mit Lemma 3.9 Npeq “ 1. Oˆd kann aber nur endlich viele Elemente auf dem

Einheitskreis haben. Für e P Oˆd folgt also ek “ el mit k ą l P N, also ek´l “ 1.
Die behaupteten Gleichungen scheinen grafisch plausibel. Man kann sie mit Hilfe konkreter

Rechnungen und einer Abschätzung für d ď ´5 nachprüfen. (Es gibt nur endlich viele Elemente
mit Norm ď 1, z.B. da die quadratische Form a2 ´ db2 ist positiv definit ist. Für d ď ´5 gibt es
eben gar keine.) �

Der Fall d ą 0 ist nicht ganz so einfach. Wichtig zu beobachten ist, dass wir wieder im ersten
Kapitel angekommen sind: Wir müssen die Gleichungen x2 ´ dy2 “ ˘1,˘4 mit d P N` lösen! Wir
haben zwar nur die Gleichung ... “ 1 gelöst, aber damit erhalten wir auch eine Lösung für ... “ 4,
also in jedem Fall eine nichttriviale Einheit. Aus dieser konstruieren wir dann alle:

Lemma 3.12. Im reellquadratischen Fall d ą 0 ist Oˆd X p1,Mq endlich für alle M ą 1.

Beweis. Für e P Oˆd X p1,Mq folgt wegen ee “ Npeq “ ˘1, dass e P p´1, 1q. Also
trpeq “ e` e P p0,M ` 1q. Es gibt also nur endlich viele Möglichkeiten für Npeq und trpeq.

Da e Nullstelle von pX ´ eqpX ´ eq “ X2´ trpeqX `Npeq ist, ist e also eine der 4M Nullstellen
von tX2 ´ aX ` buaPt1,...,Mu,b“˘1. �

Satz 3.13. Im reellquadratischen Fall d ą 0 gibt es ε P Oˆd , ε ‰ ˘1, sodass Oˆd “ t˘εk | k P Zu.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass es eine nichttriviale Einheit gibt. Wegen Korollar 3.10 genügt
es, eine nichttriviale Lösung der entsprechenden Gleichung zu finden. Diese existiert nach Theorem
3.3 aus dem ersten Kapitel, wobei wir im Fall d ” 1 mod 4 die Lösung der einfachen Pell Gleichung
mit 2 multiplizieren.

Da mit e P Oˆd auch ´e, e´1,´e´1 P Oˆd , gibt es also e P Oˆd mit e ą 1. Nach Lemma 3.12 gibt

es dann eine kleinste Einheit ε ą 1. t˘εkukPZ Ď Oˆd ist klar. Angenommen es gibt e P Oˆd , e ‰ εk.

O.b.d.A. e ą 0. Also εk ă e ă εk`1 mit k P Z. Dann ist aber 1 ă eε´k ă ε und eε´k P Oˆd  . �

Die Einheit ε in Satz 3.13 und ihre nahen Verwandten ´ε,˘ε´1 heißen Fundamentaleinheit.
Insgesamt haben wir also folgendes Endresultat bewiesen:

Theorem 3.14. Sei d P Zzt0, 1u quadratfrei und U Ď Od die multiplikative Gruppe der Einheits-

wurzeln im Ganzzahlring Od des Körpers Qp
?
dq. Dann gilt:

Oˆd –

#

U d ă 0

U ˆ Z d ą 0
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4. Faktorisieren in quadratischen Zahlkörpern

Sabrina Galfetti, sabringa@student.ethz.ch

4.1. Erinnerung. Wir beginnen mit eine kürze Erinnerung von den notwendigen Konzepte, die
wir in dieser Kapitel benötigen.

Definition 4.1. OK ist der Ring der ganzen Zahlen von K, die ganz-algebraisch sind. Diese ist
ein Ring und es gilt

OK XQ “ Z.

Definition 4.2. Ein quadratischer Zahlkörper ist ein Körper der Form Qp
?
dq. Er entsteht aus

den rationalen Zahlen durch Hinzunahme eine Quadratwurzel.

4.2. Rechnen mit Idealen. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass nicht alle Ringe der
ganzen algebraischen Zahlen in (quadratische) Zahlkörpern faktorielle Ring sind. Das bedeutet
dass, die Primfaktorzerlegung nicht eindeutig ist.

Beispiel 4.3. Qp
?
´5q hat keine eindeutige Zerlegung:

6 “ 2 ¨ 3 “ p1`
?
´5qp1´

?
´5q.

Um das zu sagen sollten wir natürlich überprüfen dass, 2, 3, 1 ˘
?
´5 alle verschieden sind

(trivial) und dass alle irreduzibel in OK sind. Das geht ziemlich einfach mit dem Norm. Wir
machen als Beispiel das erste Fall, für die andere geht es völlig analog.

Beispiel 4.4. Wäre nämlich 2 “ x ¨ y mit x, y nicht Einheiten, so wurde aus der Norm an
beide Seiten dann folgen 4 “ Npxq ¨ Npyq. x hat die folgende Form: x “ a `

?
´5b und dann

ist Npxq “ a2 ` 5b2. Die Norm von x hat folgende mögliche Werten: 0, 1, 4, 5 undsoweiter. Aber
wenn wir die obige Gleichungen mit Normen schauen, sehen wir dass, eine Norm soll 4 sein und
die andere 1. Norm 1 ist eine Einheit, entsprechend folgt dass, x oder y eine Einheit ist und
insbesondere ist dann 2 irreduzibel.

Es liegen also zwei verschiedene Primzerlegungen der Zahl 6 vor. Historisch hat Kummer die
Idee gehabt, dass es ı̈dealer Zahlen”gibt wo man wieder eindeutig faktorisieren kann. Um diese
Problem zu lösen ist eine Idee gekommen, indem wir in einen grösseren Bereich finden können,
wobei die Eindeutikeit der Primfaktorzerlegung wieder gültig ist. Aus diesem Grund führen wir
das Konzept von Ideal ein.

Definition 4.5. Ein Ideal von OK ist eine Teilmenge a Ă OK , die die folgende Bedingung erfüllt:

(1) a ‰ H.
(2) @a, b P a : a` b P a.
(3) @x P OK ,@a P a : xa P a.

Diese Eigenschaften zeigen wie ein Ideal eine additive Untergruppe von OK ist.

Definition 4.6. Für jedes Element a P OK ist die Menge

aOK “ tax|x P OKu

ein Ideal von OK , genannt das von a erzeugt Hauptideal.

Bemerkung 4.7. Ein Ideal a Ă OK heisst Hauptideal wenn es ein a P OK mit a “ paq gibt.

Beweis. Wir sollten zeigen, dass ein Hauptideal ein Ideal ist. Wir prüfen einfach die Eigenschaften:

(1) a P paq ‰ H.
(2) Gegeben xa, ya P paq folgt xa` ya “ px` yqa P paq
(3) Gegeben t P OK , xa P paq folgt t ¨ pxaq “ ptxqa P paq

�

Beispiel 4.8. Ein Beispiel von Idealen sind das Nullideal p0q “ t0u und das Einsideal p1q “ OK .
Diese sind beide Hauptidealen.

Natürlich Hauptideale sind nicht eindeutig bestimmt, mit dem folgende Lemma sehen wir ge-
nauer warum.
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Lemma 4.9. Zwei Hauptideale paq und pbq von Elementen a, b P OK sind genau dann gleich, wenn
a und b assoziiert sind, d.h.

paq “ pbq ô a „ b

Beweis. Aus a P pbq folgt, dass ein x P OK mit a “ xb existiert. Also gilt b|a. Analog schliesst man
a|b, also a „ b. Die Rückrichtung ist offensichtlich. �

Definition 4.10. Seien a, b Ă OK Ideale. Ihre Summe und ihr Produkt sind in folgender Weise
definiert:

a` b “ ta` b|a P a, b P bu, ab “ t
ÿ

endl.

aibi|ai P a, bi P bu

Es ist leicht zu verifizieren, dass a ` b, ab wieder Ideale sind. Wir bezeichnen die Summe von
Hauptidealen pa1q ` . . .` panq mit pa1, . . . , anq.

Wir benötigen für unsere weiteren Untersuchungen einige Begrifflichkeiten aus der Faktorrings-
theorie, welche wir nun kurz wiederholen. Diese sind grundlegender Fakten aus der Algebra, welches
wir ohne Beweis angeben.

4.3. Faktorringe.

Definition 4.11. Sei a Ă OK ein Ideal. Für jedes x P OK heisst die Teilmenge

x` a :“ tx` a|a P au Ă OK

eine Nebenklasse von a. Wir bezeichnen die Menge aller Nebenklassen wie folgt:

OK{a :“ tx` a|x P OKu.

Satz 4.12. Die Menge OK{a besitzt eine eindeutige Ringstruktur, so dass gilt:

(1) @x, x1 P OK : px` aq ` px1 ` aq “ px` x1q ` a.
(2) @x, x1 P OK : px` aq ¨ px1 ` aq “ xx1 ` a.

Für diese gilt weiter:

(1) Das Nullelement von OK{a ist 0` a “ a.
(2) Das Einselement von OK{a ist 1` a.
(3) π : OK � OK{a, x ÞÑ x` a ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern a.

Definition 4.13. Der Ring OK{a heisst Faktorring von OK nach a.

Für uns von besonderem Interesse in Ringe sind Ideale und vor allem Primideale.

4.4. Primideale.

Definition 4.14. Ein Primideal von OK ist ein echtes Ideal p Ĺ OK mit der Eigenschaft:

@a, b P OK : ab P pÑ pa P p_ b P pq.

Satz 4.15. Ein Ideal p von OK ist ein Primideal genau dann, wenn der Faktorring OK{p ein
Integritätsring ist.

Wir machen das Beweis nicht, es geht einfach mit Eigenschaften von Ideale und Primideale.

Definition 4.16. Ein Ideal m Ĺ OK heisst Maximalideal, wenn es kein Ideal a mit m Ĺ a Ĺ OK

gibt.

Satz 4.17. Ein Ideal m Ĺ OK ist maximal genau dann, wenn der Faktorring OK{m ein Körper
ist.

Beweis. Wir überprüfen zuerst die Nichtrivialität: m ‰ OK ô OK{m ‰ 0.
Ist m maximal, sei x ` m P pOK{mqzt0u, dies bedeutet x R m. Dann ist m Ĺ m ` pxq Ď OK . Die
Maximalität impliziert dann, dass das letzte Symbol der obige Gleichung eine Gleichheit ist. Somit
ist 1 P m ` pxq. So folgt, dass Dn P m, b P OK : n ` bx “ 1, das impliziert bx ` m “ 1 ` m. Somit
ist x`m in OK{m invertierbar. Somit ist OK{m ein Körper.
Umgekehrt ist OK{m ein Körper, betrachten wir m Ĺ a Ď OK . Wie sollten prüfen, dass a “ OK .
Wähle x P azm, dann folgt 0 ‰ x ` m P OK{m. Dann existiert b P OK : pb ` mqpx ` mq “ 1 ` m.
Dann ist 1 P bx`m Ď a. Dies impliziert 1 P a, das Äquivalent ist zu sagen a “ OK . �
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Korollar 4.18. Jedes maximales Ideal ist ein Primideal.

Beweis. Sei m maximal. Dann ist OK{m ein Körper, und ausserdem ein Integritätsring. Deswegen
ist m ein Primideal. �

4.5. Beispiel. Jetzt gehen wir weiter mit der vorherige Beispiel, wir wollen diesesmal eine eindeu-
tige Primfaktorisierung mit Ideale finden. Um das zu machen brauchen wir das folgende Theorem.

Theorem 4.19. Jedes von p0q und p1q verschiedene Ideal a Ă OK hat eine bis auf Reihenfolge
der Faktoren eindeutige Zerlegung in ein Produkt von Primidealen

a “ p1 ¨ ¨ ¨ pn.

Das Beweis dieses Theorem kommt später im Seminar.
Somit können wir jedes ganze Ideal a ‰ p0q eindeutig in der Form

a “
ź

pPrimideal

pep

schreiben. Die Exponenten ep sind nicht negative ganze Zahlen und es gilt ep “ 0 für alle bis auf
endliche viele p.

Das Ideal p2q ist nicht ein Primideal. Wir können diese Ideal mit Hilfe des vorheriges Theorem
in Primideale faktorisieren. Wir erhalten:

p2q “ p2, 1`
?
´5q ¨ p2, 1`

?
´5q.

Wir setzen p :“ p2, 1 `
?
´5q. Um zu zeigen, dass p Primideal ist, benutzen wir die vorherige

Sektion über Faktorringe. Wir zeigen, dass Zr
?
´5s{p ein Körper ist.

Wir haben die folgende Isomorphismus:

Zr
?
´5s – ZrXs{pX2 ` 5q

das heisst isomorph zur Polynomring ZrXs modulo das Ideal pX2 ` 5q. Aus selben Grunden gilt
das folgende Isomorphismus:

Zr
?
´5s{p – ZrXs{pX2 ` 5, 2, 1`Xq – Z{2Z.

Das letzte ist ein klarerweise ein Körper mit genau zwei Elementen. Somit haben wir bewiesen
dass p ein Primideal ist (mit der Hilfe der obigen Sätze). Ähnlicher zeigen wir, dass p3, 1˘

?
´5q

Primideale sind.
Wir machen dasselbe Prozess auch für die andere Fälle und wie erhalten das folgende:

p3q “ p3, 1`
?
´5q ¨ p3, 1´

?
´5q

p1`
?
´5q “ p2, 1`

?
´5q ¨ p3, 1`

?
´5q

p1´
?
´5q “ p2, 1´

?
´5q ¨ p3, 1´

?
´5q

Somit erhalten wir

p6q “ p2q ¨ p3q “ p1`
?
´5q ¨ p1´

?
´5q “ p2, 1`

?
´5q2 ¨ p3, 1`

?
´5q ¨ p3, 1´

?
´5q

wobei wir haben die folgende Eigenschaft benutzt: p2, 1`
?
´5q “ p2, 1´

?
´5q.

Wir haben somit eine eindeutige Zerlegung in Primidealen erhalten.

4.6. Das Zerlegungsgesetz. In diesen Kapitel brauchen wir die folgende Unterschied, wir be-
zeichnen mit nZ das von n erzeugte Hauptideal in Z, und mit nOK das von n in OK erzeugte
Hauptideal.

Lemma 4.20. Für n P Z gilt
nOK X Z “ nZ.

Insbesondere gilt für n,m P Z : nOK “ mOK ô nZ “ mZ.

Um das Lemma zu beweisen brauchen wir eine vorherige Satz, die wir ohne Beweis geben.

Satz 4.21. Eine rationale Zahl ist genau dann ganz-algebraisch, wenn sie in Z liegt.

Beweis. Für n “ 0 ist die aussage trivial. Sei n ‰ 0. Die Inklusion nZ Ă nOKXZ ist offensichtlich.
Für ein beliebig gewähltes Element a P nOK XZ existiert nach Definition ein x P OK mit a “ nx.
Nun liegt x “ a{n in Q. Somit ist x eine ganz algebraische rationale Zahl, und daher folgt x P Z,
und daher gilt a P nZ. �
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Definition 4.22. Eine Primzahl p heisst in K

– träge, wenn pOK ein Primideal ist,
– zerlegt, wenn pOK “ p1 ¨ p2 mit Primidealen p1 ‰ p2 in OK ,
– verzweigt, wenn pOK “ p2 für ein Primideal p in OK .

Wir erinnern dass p1, wq Ganzheitsbasis des Ringes OK . Das heisst w “
?
d wenn d ı 1mod 4,

und w “ p1`
?
dq{2 wenn d ” 1mod 4 ist.

Sei nun fw das Minimalpolynom von w, das heisst

fwpXq “

#

X2 ´ d, wenn d ı 1mod 4,

X2 ´X ´ d´1
4 , wenn d ” 1mod 4.

Satz 4.23. Eine Primzahl p heisst in K

‚ träge, wenn fw irreduzibel modulo p ist,
‚ zerlegt, wenn fw modulo p in zwei verschiedene Linearfaktoren zerfällt,
‚ verzweigt, wenn fw modulo p eine doppelte Nullstelle hat.

Beweis. Sei f P ZrXs so dass f̄ ein Primteiler von f̄w in Z{pZrXs ist. Wir betrachten das ganze
Ideal p “ pOK ` fpwqOK .
Behaupthung: p ‰ OK .
Beweis: Anderenfalls wäre 1 P pOK ` fpwqOK , d.h es gäbe x, y P OK mit xp ` yfpwq “ 1. Sei
g P ZrXs ein lineares Polynom mit x “ gpwq und sei h P ZrXs ein lineares Polynom mit y “ hpwq.
Die Polynome g und h existieren, weil p1, wq eine Ganzbasis ist. Dann gilt

gpwqp` hpwqfpwq ´ 1 “ 0.

Daher gilt
fw|pgp` hf ´ 1q,

und modulo p betrachtet erhalten wir: f̄ |f̄w|ph̄f̄ ´ 1̄q. Also gilt f̄ |1̄ in Z{pZrXs, im Widerspruch
dazu, dass f̄ ein Primpolynom ist. Also ist p ein echtes Ideal.
Behauptung: p ist ein Primideal.
Beweis: Seien x, y P OK mit xy P p. Es existieren (lineare) Polynome F,G P ZrXs mit x “
F pwq, y “ Gpwq. Wäre pf̄ , F̄ Ḡq “ 1 P Z{pZrXs, so gäbe es Polynome h, g P ZrXsmit h̄f̄`ḡF̄ Ḡ “ 1.
Hieraus folgt

1 ” hpwqfpwq ` gpwqF pwqGpwq mod pOK .

Wegen pOK Ă p, fpwq P p und F pwqGpwq “ xy P p erhalten wir den Widerspruch 1 P p. Damit
wird f̄ von einem der beiden Primpolynome F̄ oder Ḡ geteilt. Je nachdem folgt x P p oder y P p.
Also ist p ein Primideal.
Nehmen wir nun an, dass fw modulo p irreduzibel ist. Dann können wir f “ fw setzen und es gilt
0 “ fpwq, folglich p “ pOK .
Zerfällt fw modulo p in die Linearfaktoren f̄1 und f̄2, dann gilt

0 “ fwpwq ” f1pwqf2pwqmod pOK .

Bilden wir die Primideale p1, p2 wie oben, so folgt, dass

p1p2 “ p2OK ` pf1pwqOK ` pf2pwqOK ` f1pwqf2pwqOK Ă pOK .

Daher gilt pOK |p1p2 und es verbleiben die Möglichkeiten pOK “ p1, p2, p1p2.
Wäre pOK “ p1, so wäre f1pwq P pOK . Also existiert ein Polynom g P ZrXs mit f1pwq “ pgpwq.
Es folgt fw|pf1 ´ pgq und modulo p erhalten wir den Widerspruch f̄w|f̄1. Analog schließen wir die
Möglichkeit pOK “ p2 aus und erhalten

pOK “ p1p2.

Hat fw modulo p eine Doppelnullstelle, so könnenn wir f1 “ f2 wählen und erhalten p1 “ p2. Es
bleibt zu zeigen, dass f̄1 ‰ f̄2 auch p1 ‰ p2 impliziert. Dies folgt aus der linearen Kombinierbarkeit
des grössten gemeinsamen Teilers. Wir wählen Polynome g, h P ZrXs mit f̄1ḡ` f̄2h̄ “ 1 P Z{pZrXs.
Dann gibt es ein Polynom F P ZrXs mit f1g ` f2h´ pF “ 1. Einsetzen von w ergibt

f1pwqgpwq ` f2pwqhpwq ´ pF pwq “ 1.

Wäre nun p1 “ p2, so wäre der Ausdruck auf der linken Seite in p1 und wir erhalten einen
Widerspruch. �
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Definition 4.24. Die Zahl

∆K “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

1 w
1 σpwq

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“

#

4d, wenn d ı 1mod 4,

d, wenn d ” 1mod 4.

Heisst die Diskriminante des quadratisches Zahlkörpers K.

Satz 4.25. Eine Primzahl p ist genau dann in K verzweigt, wenn sie die Diskriminante ∆K von
K teilt.

Beweis. Angenommen, die Primzahl p ist verzweigt in OK , das heisst pOK “ p2. Dann gilt
σppq2 “ σppqOK “ pOK “ p2. Wegen der Eindeutigkeit der Primidealzerlegung folgt p “ σppq.
Angenommen, für jedes a ` bw P p, wäre b P pZ. Dann wäre jedes auftretende a P p X Z “ pZ.
Hieraus würde p “ pOK folgen. Also findet man a, b P Z, 0 ă b ă p mit a` bw P p. Wegen p “ σppq
ist auch a` bσpwq P p. Wir schliessen bpw ´ σpwqq P p und b2∆K P pX Z “ pZ. Wegen 0 ă b ă p
folgt p|∆K .
Sei umgekehrt ∆K durch p teilbar. Wir betrachten zunächst den Fall d ı 1mod 4. Dann gilt
fw “ X2 ´ d. Für ungerades p folgt aus p|∆K auch p|d und fw hat modulo p eine doppelte
Nullstelle. Modulo 2 hat X2 ´ d für ungerades d die Doppelnullstelle 1 und für geardes d die Dop-
pelnullstelle 0. Nun betrachten wir den Fall d ” 1mod 4. Dann gilt ∆K “ d und fw “ X2´X´ d´1

4 .

Ein Diskriminantenteiler p ist notwendig ungerade und modulo p gilt fw “ pX ´ 1{2q2. �

Korollar 4.26. Mindestens eine und höchstens endlich viele Primzahlen verzweigen in K.

Beweis. Folgt direkt von obige Satz und daraus dass der Betrag von ∆K stets grösser als 1 ist. �

Theorem 4.27. Sei K “ Qp
?
dq ein quadratischer Zahlkörper mit Diskriminante ∆K . Dann gilt:

(1) Eine ungerade Primzahl p heisst in K
träge, wenn p∆K

p q “ ´1,

zerlegt, wenn p∆K

p q “ `1,

verzweigt, wenn p∆K

p q “ 0.

(2) Die Primzahl 2 ist in K
träge, wenn ∆K ” 5mod 8,
zerlegt, wenn ∆K ” 1mod 8,
verzweigt, wenn ∆K ” 0mod 2.

Beweis. Sei p ungerade. Ist d ı 1mod 4, so ist das Minimalpolynom fw “ X2 ´ d genau dann,
irreduzibel modulo p, wenn d kein quadratischer Rest modulo p ist. Wenn d ” 1mod 4 ist, so gilt
fw “ X2 ´X ´ d´1

4 . Die Substitution fwpX ` 1{2q “ X2 ´ d{4 zeigt dann das gleiche Ergebnis.
Nun betrachten wir den Fall p “ 2. Ist d ı 1mod 4, so ist ∆K “ 4d gerade und 2 ist verzweigt.
Sei ∆K “ d ” 1mod 4. Dann ist fw genau dann irreduzibel modulo 2, wenn pd ´ 1q{4 ungerade
ist. �

5. Lokalisation und diskrete Evualationsringe

Fabian Roshardt, fabiaros@student.ethz.ch

5.1. Lokalisation. Wir folgen hier den Referenzen [4] und [1].
Im gesamten Kapitel sei A ein Integritätsbereich.
Sei S Ď Azt0u so, dass:

(1) 1 P S
(2) @x, y P S : xy P S

Wir definieren nun eine Relation ” auf Aˆ S folgendermassen: pa, sq ” pb, tq ðñ at´ bs “ 0

Proposition 5.1. ” ist eine Äquivalenzrelation

Beweis. Reflexivität und Symmetrie sind klar.

Transitivität: Sei pa, sq ” pb, tq ^ pb, tq ” pc, uq ùñ at ´ bs “ bu ´ ct “ 0 ùñ

#

aut “ bsu

cst “ bsu

ùñ pau´ csqt “ 0, t P S ùñ pa, sq ” pc, uq �
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Wir bezeichnen nun mit as die Äquivalenzklasse pa, sq und mit S´1A die Menge aller Äquivalenzklassen.

Wir führen eine Ringstruktur auf S´1A folgendermassen ein:
a
s `

b
t “

at`bs
st

a
s ¨

b
t “

ab
st

Das Nullelement ist 0
1 , das Einselement 1

1
Dies erinnert an die Konstruktion des Quotientenkörpers über einem Integritätsbereich. Der

Beweis, dass die oben definierte Struktur tatsächlich ein Ring ist, ist analog zum Beweis beim
Quotientenkörper. Ausserdem existiert wie beim Quotientenkörper ein Ringhomomorphismus, f :
AÑ S´1A, x ÞÑ x

1
In der Tat ist der Quotientenkörper ein Spezialfall der obigen Konstruktion, wähle S “ Azt0u

Beispiel 5.2. f P Azt0u, S “ tfnunPN, schreibe S´1A “ Af

Beispiel 5.3. Sei p ein Primideal von A. Setze S “ Azp. Schreibe Ap für S´1A. Bemerke, dass
der Quotientenkörper ein Spezialfall dieses Beispiels ist, denn falls A ein Integritätsbereich ist, so
ist t0u ein Primideal.

Diese Ringe Ap sind der wahrscheinlich wichtigste Fall und wir werden sie im Folgenden noch
genauer untersuchen.

Beispiel 5.4. Sei A “ Z, p “ ppq,Zppq “ t gh |g, h P Z, p - hu

Ausserdem können wir die obige Konstruktion auf A-Module M erweitern. Sei wieder S wie
oben. Definiere ” auf M ˆ S : pm, sq ” pm1, s1q ðñ Dt P S : tpsm1 ´ s1mq “ 0. Bezeichne mit
m
s eine Äquivalenzklasse und mit S´1M die Menge aller Äquivalenzklassen, S´1M ist wieder ein
A-Modul. Die Addition ist wieder die gleiche wie oben, Multiplikation mit einem Ringelement ist
gegeben durch:
a ¨ ms “

am
s

und falls S “ Azp schreiben wir Mp für S´1M . Nun beweisen wir noch folgenden Satz:

Satz 5.5. Die Primideale Q von S´1A stehen in 1´ 1 Korrespondenz mit den Primidealen q von
A, welche S nicht schneiden: q ÞÑ S´1q “ t qs |q P q, s P Su,Q ÞÑ QXA

Beweis. Zuerst beweisen wir: Q “ S´1q ist ein Primideal von S´1A. Sei a
s ¨

b
t “

q
u P Q ùñ

abu´ stq “ 0 ùñ abu P q, aber u P S, also nicht in q, also pa P q_ b P qq ùñ pas P Q_
b
t P Qq.

Also Q prim. Ausserdem gilt: q “ QXA. Denn: qs “ a ùñ q “ sa aber wieder ist s R q, also a P q

Sei nun Q ein beliebiges Primideal von S´1A. q “ Q X A ist ein Primideal von A, da es das
Urbild eines Primideals unter einem Ringhomomorphismus ist. Ausserdem gilt: q schneidet S nicht,
denn sonst: Sei s P q X S ùñ s ¨ 1

s “ 1 P Q, Widerspruch. Ausserdem gilt: Q “ S´1q, denn:
a
s P Q ùñ a “ sas P Q X A “ q ùñ a

s P S
´1q. Also sind die oben gegebenen Abbildungen

zueinander invers und wir sind fertig. �

Definition 5.6. Ein Ring, welcher genau ein maximales Ideal besitzt, heisst lokaler Ring.

Korollar 5.7. Sei p ein Primideal, dann ist Ap ein lokaler Ring

Beweis. Die Primideale von Ap entsprechen den Primidealen, welche nicht S “ Azp schneiden,
also in p enthalten sind. Also ist das Primideal in Ap, welches mit p korrespondiert, das einzig
maximale. �

5.2. Diskrete Evaluationsringe.

Definition 5.8. Ein diskreter Bewertungsring, auch diskreter Evaluationsring genannt,
ist ein Hauptidealring o mit einem einzigen maximalen Ideal p ‰ 0

Beispiel 5.9. Der Ring der formalen Potenzreihen, krrXss, in einer Variable. Das einzige maxi-
male Ideal ist pXq.

Beispiel 5.10. Der Ring Zp der ganzen p-adischen Zahlen. Für weitere Information siehe [2]

Definition 5.11. Eine Primidealkette der Länge n ist eine Kette von Primidealen

(5.1) p0 Ĺ p1 Ĺ . . . pn

Die Krull-Dimension eines Ringes A ist das Supremum aller Längen solcher Ketten in A.
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Proposition 5.12. Ein Hauptidealring hat Krull-Dimension 0 oder 1.

Beweis. Nehme per Widerspruch an Dp0 Ĺ p1 Ĺ p2, da wir einen Hauptidealring haben sei p1 “

paq, a ‰ 0, p2 “ pbq. Dann haben wir: a P p2, also b ¨ k “ a, aber p1 ist ein Primideal, also folgt

k P paq, also k “ c ¨ a. Aber dann folgt a “ k 9b “ a ¨ c ¨ b, also wäre b eine Einheit, Widerspruch. �

Bemerkung 5.13. Ein Integritätsbereich hat Krull-Dimension 0 genau dann wenn er ein Körper
ist.

Korollar 5.14. Ein diskreter Evaluationsring besitzt genau 2 Primideale.

Wir schauen uns nun ein paar weitere Eigenschaften eines diskreten Evaluationsrings an. Sei
das maximale Ideal p durch ein Primelement π erzeugt, d.h. pπq “ p. Da in einem beliebigen Ring
jedes Element, welches in keinem maximalen Ideal enthalten ist, eine Einheit ist, bedeutet dies
insbesondere hier: Jedes Element, welches nicht in p liegt, ist eine Einheit. Nach Korollar 5.14 ist p
das einzige Primideal abgesehen von t0u, also ist π bis auf Assoziiertheit das einzige Primelement.
Daher folgt: @a P o´ t0u : Dε P o˚ : a “ επn, n ě 0. Allgemeiner: Im Quotientenkörper K gilt:

(5.2) @a P K˚ : Dε P o˚ : a “ επn, n P Z

Bemerkung 5.15. Es gilt insbesondere, @a P K˚ : a P o oder a´1 P o

Definition 5.16. Der Exponent n in 5.2 heisst die Bewertung von a.

Wir können die Bewertung als eine Funktion: v : K˚ Ñ Z interpretieren. Wie können sie auf
ganz K erweitern, indem wir vp0q “ 8 setzen. Es gilt: paq “ pvpaq. Ausserdem gelten folgende
Gleichungen:

(5.3) piiq vpabq “ vpaq ` vpbq, piiiq vpa` bq ě mintvpaq, vpbqu

Definition 5.17. Ein Ring heisst noethersch, wenn jede aufsteigende Folge von Idealen

(5.4) a1 Ď a2 Ď ¨ ¨ ¨ Ď ai . . .

stationär wird, d.h. Dn0 so, dass @n ě n0 : an “ an0

Satz 5.18. Jeder Hauptidealring ist noethersch

Beweis. Sei a1 Ď a2 . . . eine aufsteigende Folge von Idealen. Wir nehmen
Ť8

i“1 ai, dies ist wieder ein

Ideal. Da wir in einem Hauptidealring sind, ist es durch ein Element erzeugt, sagen wir
Ť8

i“1 ai “
pbq, nun Dn0 so, dass b P an0

und wir sind fertig. �

Wir möchten nun eine äquivalente Charakterisierung eines diskreten Evaluationsrings sehen,
dafür müssen wir noch gewisse Definitionen einführen.

Definition 5.19. Seien A Ď B Ringe, wir sagen x P B ist ganz über A, falls x eine Nullstelle
eines monischen Polynoms mit Koeffizienten in A ist, d.h.

(5.5) xn ` a1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0, ai P A,n ě 1

Definition 5.20. Die Menge C “ tx P B|x ist ganz über Au heisst der ganze Abschluss von A
in B.

Falls C “ A heisst A ganz abgeschlossen in B.
Falls C “ B heisst B ganz über A.

Definition 5.21. Ein Integritätsbereich A, welcher in seinem Quotientenkörper ganz abgeschlossen
ist, heisst normal.

Beispiel 5.22. Die Ringe Z und Zris sind beide normal.

Beispiel 5.23. Die Ringe Zrdis, d ą 1 sind nicht normal, denn i liegt im Quotientenkörper und
nicht in Zrdis, ist aber ganz über Zrdis

Wir beweisen nun einen Teil des folgende Satzes:

Satz 5.24. Sei A ein Integritätsbereich. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(i) A ist ein diskreter Evaluationsring
(ii) A ist ein normaler noetherscher lokaler Ring mit Krull-Dimension 1.
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Beweis. piq ùñ piiq Laut 5.18 und 5.12 zusammen mit 5.13 reicht es zu zeigen: A ist normal. Sei
also K der Quotientenkörper von A. Sei x P Kzt0u so, dass xn ` a1x

n´1 . . . an “ 0, Laut 5.15 gilt
x P A oder x´1 P A. Im ersten Fall sind wir fertig, im zweiten gilt: x “ ´pa1`a2x

´1`¨ ¨ ¨`anx
1´nq,

also ebenfalls x P A
Die andere Richtung werden wir hier nicht beweisen, denn hierzu bräuchten wir noch etwas

mehr Theorie zur Ganzheit. Der Beweis findet sich in [1]. �

Wir können auch umgekehrt mit einer sogenannten Exponentialbewertung auf einem Körper
starten und davon ausgehend einen diskreten Evaluationsring als Unterring dieses Körpers finden.

Definition 5.25. Eine surjektive Funktion v : K Ñ Z Y t8u auf einem Körper K mit den
Eigenschaften piiq und piiiq aus 5.3 zusammen mit:
piq vpxq “ 8 ðñ x “ 0
heisst eine Exponentialbewertung, diskrete Bewertung oder nicht-archimedische Be-

wertung.

Bemerkung 5.26. vp1q “ vp´1q “ 0,@x P K˚ : vpx´1q “ ´vpxq

Es folgt aus den Bedingungen direkt folgender Satz:

Satz 5.27. Sei v eine Exponentialbewertung, K ein Körper. Es ist
o “ tx P K|vpxq ě 0u

ein Ring mit der Einheitengruppe
o˚ “ tx P K|vpxq “ 0u

die einzigen Ideale von o sind von der Form
a “ tx P K|vpxq ě d, d P NY t8uu

und das einzige maximale Ideal ist
p “ tx P K|vpxq ą 0u

Beispiel 5.28. Sei K “ Q, sei p eine Primzahl. Jedes x P Q˚ kann eindeutig geschrieben werden
als: x “ pn ¨ ab so, dass ggtpa, bq “ 1, p - a, b. Dann ist: v : Q˚ Ñ Z, pn ab ÞÑ n eine Exponentialbe-
wertung, wenn wir vp0q “ 8 setzen, und es gilt: o “ tx P K|vpxq ě 0u “ Zppq

Wir geben nun eine letzte Konstruktion von diskreten Evaluationsringen an; Falls wir einen
sogenannten Dedekindring (siehe später in der Vorlesung) an einem Primideal p ‰ t0u lokalisieren,
ist der enstehende Ring ein diskreter Evaluationsring.

Beispiel 5.29. Zppq

6. Dedekind Ringe und Klassengruppen, Teil I

Benjamin Reinhard, breinhar@student.ethz.ch

In den folgenden Seiten wollen wir die Dedekindringe einführen, welche eine Grundlage für
die Faktorisierung von Idealen bilden. Bis dahin müssen wir erstmals unsere Kenntnisse über die
Ganzheit ausbauen und dafür werden Module nützlich sein, welche in Kommutativer Algebra sehr
genau behandelt werden.

Unsere wichtigste Anwendung dieser Theorie ist beim Ring der ganzen Zahlen eines algebrai-
schen Zahlkörpers. Wir wollen letztendlich zeigen, dass dieser ein Dedekindring ist und dafür
müssen wir die bisher bekannten Werkzeuge Spur und Diskriminante auf allgemeine algebraische
Zahlkörper erweitern.

6.1. Module. In diesem Abschnitt führen wir Module ein. Sie stellen eine Verallgemeinerung der
Vektorräume dar und die meisten Eigenschaften lassen sich auch übertragen. Die Aussagen werden
wir aber nicht beweisen, man findet sie ganz einfach in Textbüchern auf dem Internet.

Sei A ein Ring. Man sollte sich Z als zentrales Beispiel vorstellen.

Definition 6.1. Ein Tupel pM,`, ¨, 0q mit 0 PM und Abbildungen

` : M ˆM ÑM

¨ : AˆM ÑM

nennen wir ein A-Modul, falls für alle m,m1,m2 PM und a, a1, a2 P A gilt
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‚ pM,`, 0q ist eine abelsche Gruppe.
‚ pa1a2q ¨m “ a1 ¨ pa2 ¨mq
‚ pa1 ` a2q ¨m “ a1 ¨m` a2 ¨m
‚ a ¨ pm1 `m2q “ a ¨m1 ` a ¨m2

‚ 1 ¨m “ m

Beispiel 6.2.

(1) Jeder K-Vektorraum ist ein K-Modul.
(2) Seien A Ď B Ringe, so ist B ein A-Modul via ¨ : AˆB Ñ B, pa, bq ÞÑ ab.

Sei M ein A-Modul.

Definition 6.3. Sei I eine Indexmenge, so sagen wir tmi PM : i P Iu erzeugt M , falls

M “

"

ÿ

jPJ

ajmj : J Ď I endlich, ai P A

*

und nennen die Menge A-linear unabhängig, falls
ÿ

jPJ

ajmj “ 0 und aj P A, J Ď I endlich ñ aj “ 0.

Letztendlich nennen wir die Menge eine A-Basis, falls sie M erzeugen und A-linear unabhängig
sind. M nennt man frei, falls es eine A-Basis besitzt.

Proposition-Definition 6.4. Besitzt M zwei A-Basen, so ist ihre Anzahl gleich. Also ist

RangpMq “ Anzahl Elemente einer Basis

wohldefiniert und heisst der Rang von B.

Lemma 6.5. Ist A ein Hauptidealring und M frei, so ist jeder A-Untermodul N ĎM frei und es
gilt

RangpNq ď RangpMq.

6.2. Ganzheit. Seien von nun an durchgehend A Ď B Ringe.

Lemma 6.6. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) Arb1, ..., bns ist ganz über A.
(2) b1, ..., bn P B sind ganz über A.
(3) Arb1, ..., bns ist ein endlich erzeugter A-Modul.

Beweis. p1q ñ p2q ist klar, da b1, ..., bn P Arb1, ..., bns. Die Implikation p2q ñ p3q überlasse ich
dem/der Leser/in als Aufgabe. Ansonsten findet man die Lösung im Buch von Neukirch [4, Satz
I.2.2]. Wir zeigen nun p3q ñ p1q. Sei Arb1, ..., bns endlich erzeugt, das heisst

Arb1, ..., bns “ Aω1 ` ...` ωm für geeignete ωi P Arb1, ..., bns

Sei nun c P Arb1, ..., bns beliebig, wir zeigen, dass es ganz über A ist. Seien aij P A, sodass
cωi “

řm
j“1 aijωi, Mpxq die Matrix mit Einträgen xδij ´ aij P Arxs und fpxq “ detpMpxqq P Arxs

ein nicht-konstantes normiertes Polynom.
Eine Folgerung der Cramerschen Regel liefert uns eine Matrix Npxq P MatmˆmpAq mit

NpxqMpxq “ detpMpxqqIm

und für ω “ pω1, ..., ωmq
T kann man nachrechnen, dass Mpcqω “ 0 gilt, also ist mit der obigen

Gleichung
ωi detpMpcqq “ 0 für alle i.

Da schliesslich 1 P Arb1..., bns gilt, existieren di P A, sodass 1 “
řm
j“1 diωi und daraus folgt

fpcq “ 1 ¨ detpMpcqq “
řm
j“1 diωi detpMpcqq “ 0. Also ist c ganz über A. �

Lemma 6.7. Seien A Ď B Ď C Ringe, C ganz über B und B ganz über A, so ist C ganz über A.

Beweis. Sei c P C so existiert ein f P Brxs mit fpcq “ cn ` bn´1c
n´1... ` b0 “ 0 und somit ist

c ganz über R “ Arbn´1, ..., b0s. Da nun bn´1, ..., b0 ganz über A sind, ist wegen Lemma 6.6 R
ein endlich erzeugter A-Modul und auch Rrcs ein endlich erzeugter R-Modul. Daraus kann man
einfach schliessen, dass Rrcs “ Arbn´1, ..., b0, cs ein endlich erzeugter A-Modul ist und somit wieder
wegen Lemma 6.6 c ganz über A ist. �
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Satz 6.8. Der ganze Abschluss Ā von A in B ist ein Ring.

Beweis. Es ist klar, dass 0, 1 P Ā gilt. Seien nun b1, b2 P Ā, so ist laut Lemma 6.6 Arb1, b2s ganz
über A und da b1 ` b2,´b1, b1b2 P Arb1, b2s, so sind b1 ` b2,´b1, b1b2 ganz über A, also liegen sie
in Ā. Alle restlichen Ringeigenschaften folgen aus Ā Ď B. �

Wir betrachten kurz unser zentrales Beispiel. Sei von nun an K{Q ein algebraischer Zahlkörper.

Definition 6.9. Wir definieren den Ring der ganzen Zahlen von K als

OK :“ ZK :“ tb P K : b ganz über Zu.

Bemerkung 6.10. Die bisher definierten quadratischen Zahlringe sind die ganzen Zahlen von Qp
?
dq

Od “ tb P Qp
?
dq : trpbq P Z,Npbq P Zu “ OQp

?
dq.

Sei b P Od, so ist b die Nullstelle des Polynoms x2 ´ trpbqx ` Npbq, wobei die Koeffizienten per
Voraussetzung in Z liegen. Also liegt b in OQp

?
bq.

Umgekehrt ist b “ x `
?
dy P OQp

?
dq, so existiert ein nicht-konstantes, normiertes Polynom

f P Zrxs mit fpbq “ 0. Es gilt fpx ´
?
dyq “ fpb̄q “ fpbq “ 0, also ist b̄ auch in OQp

?
dq und da

OQp
?
dq ein Ring ist, ist trpbq “ b ` b̄ “ 2x,Npbq “ bb̄ “ x2 ` y2 in OQp

?
dq. Also sind trpbq,Npbq

ganz über Z und liegen offensichtlich in Q. Es ist nun dem/der Leser/in überlassen zu zeigen, dass
OQp

?
dq XQ “ Z gilt. Daraus schliessen wir, dass trpbq und Npbq tatsächlich in Z liegen und somit

b in Od.

6.3. Spur und Diskriminante. Da Z Ď OK gilt, können wir OK als Z-Modul auffassen. Genauso
können wir K als Q-Vektorraum auffassen und da er per Definition endlich ist, besitzt er eine
endliche Q-Basis. Unser nächstes grosses Ziel ist es zu zeigen, dass OK eine endliche Z-Basis
besitzt.

Proposition-Definition 6.11. Sei v P K, so ist Tv : K Ñ K,x ÞÑ vx Q-linear. Die Abbildung

TrK{Q : K Ñ Q, v ÞÑ tracepTvq

nennen wir Spur und sie ist auch Q-linear.

Der Beweis ist nicht schwierig und ist dem/der Leser/in überlassen.

Bemerkung 6.12. Die bisher definierte Spur für quadratische Zahlkörper

tr : Qp
?
dq Ñ Q, a` b

?
d ÞÑ 2a

stimmt mit der oben definierten Spur überein.

Proposition 6.13. Folgende Abbildung ist eine nicht-ausgeartete Q-Bilinearform

β : K ˆK Ñ Q, pv, wq ÞÑ TrK{Qpvwq

Dies ist ebenfalls nicht schwierig zu beweisen.

Definition 6.14. Sei v1, ..., vn P K eine Q-Basis von K, so definieren wir

dpv1, ..., vnq :“ det
`

pβpvi, vjqqij
˘

als die Diskriminante der Basis.

Bemerkung 6.15. Man kann zeigen, dass K “ pZzt0uq´1OK gilt, also jedes Element von K dar-
gestellt werden kann als b

a , wobei b P OK und a P Zzt0u liegt. Ist also v1 “
b1
a1
, ..., vn “

bn
an

eine
Q-Basis von K, so ist es leicht zu sehen, dass b1, ..., bn auch eine Q-Basis von K.

Lemma 6.16. Sei b1, ..., bn eine in OK gelegene Q-Basis von K und d die Diskriminante, so gilt

dOK Ď Zb1 ` ...` Zbn.

Beweis. Sei b P OK mit b “
řn
i“1 λibi für λi P Q, so gilt βpbi, bq “

řn
j“1 βpbi, bjqλj und somit

pβpb1, bq, ..., βpbn, bqq
T “Mpλ1, ..., λnq

T

wobei M “ pβpbi, bjqqij ist. Im Buch von Neukirch [4] auf Seite 12 wird erklärt, dass wenn b ganz
über Z ist, so ist TrK{Qpbq in Z und daraus folgt, dass e und M Einträge in Z haben. Neukirch
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erklärt auch in [4, Satz I.2.8], dass detpMq “ d ‰ 0 und somit können wir die Cramersche Regel
anwenden, um geeignete ai P Z mit λi “

ai
d zu erhalten, also dλi “ ai. Dies ergibt

db “
n
ÿ

i“1

dλibi “
n
ÿ

i“1

aibi P Zb1 ` ...` Zbn.

�

Satz 6.17. OK besitzt eine endliche Z-Basis mit RangpOKq “ rK : Qs.

Beweis. Seien b1, ..., bn und d wie im Lemma 6.16, so kann man einfach überprüfen, dass M :“
Zb1 ` ... ` Zbn ein freier Z-Modul ist mit RangpMq “ n. Nun ist dOK auch ein Z-Modul mit
dOK ĎM und Z ein Hauptidealring, so erhalten wir aus Lemma 6.5, dass dOK ein freier Z-Modul
ist mit m “ RangpdOKq ď n.

Sei de1, ..., dem P dOK eine Z-Basis von dOK , so ist offensichtlich e1, ..., en P OK eine Z-Basis
von OK .

Letztendlich haben wir N :“ Zb1 ` ... ` Zbn Ď OK und N ist offensichtlich auch ein freier
Z-Modul mit RangpNq “ n, also folgt wieder aus Lemma 6.5

n “ RangpNq ď RangpOKq “ m ď RangpMq “ n

und somit RangpOKq “ m “ n “ rK : Qs. �

Korollar 6.18. Ist b1, ..., bn P OK eine Z-Basis von OK , so ist b1, ..., bn eine Q-Basis von K.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass b1..., bn Q-linear unabhängig sind. Sei also
řn
i“1

pi
qi
bi “ 0, so erhält

man durch Umformen c
řn
i“1 cipibi “ 0, wobei c “

śn
j“1 qj und ci “

ś

j‰i qj ist. Da c nicht Null

ist, muss
řn
i“1 cipibi “ 0 sein und somit cipi “ 0 für alle i, da b1, ..., bn Z-linear unabhängig sind.

Nun wegen ci ‰ 0 für alle i erhält man pi “ 0 und somit sind alle pi
qi

Null.

Also sind b1, ..., bn Q-linear unabhängig mit n “ rK : Qs. Aus der linearen Algebra wissen wir,
dass b1..., bn deswegen erzeugend sind und somit eine Q-Basis bilden. �

6.4. Noethersch. Wir wollen kurz zeigen, dass OK noethersch ist.

Lemma 6.19. Ist B{I endlich für jedes Ideal I ‰ 0, so ist B noehtersch.

Beweis. Sei B0 Ď B1 Ď ... eine aufsteigende Folge von Idealen in B, so ist auch B0{B0 Ď B1{B0 Ď

... eine aufsteigende Folge in B{B0 und da B{B0 endlich ist, muss es ein n geben mit Bi{B0 “

Bn{B0 für alle i ě n und somit auch Bi “ Bn. �

Satz 6.20. OK ist noehtersch.

Beweis. Sei I Ď OK ein Ideal ungleich Null. Wir zeigen zuerst, dass I X Z Ľ 0 gilt. Da I nicht
Null ist, haben wir 0 ‰ b P I Ď OK und somit ist b ganz über Z, also existiert ein f P Zrxs mit
fpbq “ bn` ...`a0 “ 0. Falls a0 nicht Null ist, sieht man anhand der Gliechung, dass es in I liegen
muss. Ansonsten ist es einfach zu folgern, dass ein anderes ai in I liegen muss.

Sei nun a P I XZ, so gilt aOK Ď I und somit OK{I Ď OK{aOK . Nun wir wissen, dass OK eine
Z-Basis besitzt, also gilt OK » Zn als abelsche Gruppen, sowie auch aOK » aZn. Wir erhalten

Zn{aZn » Z{aZ‘ ...‘ Z{aZ
und daraus folgt, dass Zn{aZn endlich ist und somit auch OK{I. Wegen Lemma 6.19 folgt der
Satz. �

6.5. Dedekindringe. Wir sind jetzt soweit, die Dedekindringe einzuführen.

Definition 6.21. Ein noetherscher, normaler Integritätsbereich, bei dem jedes von Null verschie-
dene Primideal ein Maximalideal ist, nennen wir Dedekindring.

Lemma 6.22. Ist B ganz über A, so ist B ein Körper genau dann, wenn A ein Körper ist.

Beweis. Sei B ein Körper, so reicht es zu zeigen, dass jedes Element in A ein multiplikatives
Inverses in A besitzt. Sei also a P A, so ist a´1 P B. Da B ganz über A ist, existiert ein normiertes
Polynom f P Arxs mit fpa´1q “ pa´1qn ` ...` a0 “ 0. Durch Umformen erhält man

ap´a0a
n´1 ´ ...´ an´1q “ 1.
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Also gilt a´1 “ p´a0a
n´1 ´ ...´ an´1q P A. Umgekehrt sei A ein Körper. Es reicht zu zeigen, dass

jedes Element in B ein multiplikatives Inverses besitzt. Sei also b P B, so existiert ein normiertes
Polynom f P Arxs mit fpbq “ bn ` ...` a0 “ 0. Durch Umformen erhält man

bpbn´1 ` ...` a1qp´a
´1
0 q “ 1.

Man bemerke, dass a´1
0 existiert, da A ein Körper ist. Also gilt b´1 “ pbn´1 ` ...` a1qp´a

´1
0 q. �

Satz 6.23. OK ist ein Dedekindring.

Beweis. Noethersch wurde in Satz 6.20 gezeigt. Wir zeigen Nomralität. Sei E Ď K der Quotien-
tenkörper von OK und C der ganze Abschluss von OK in E, so ist offensichtlich C ganz über OK

und per Definition OK ganz über Z. Also folgt aus Lemma 6.7, dass C ganz über Z ist und somit
C Ď OK . Die andere Inklusion ist klar.

Nun sei p Ď OK ein von Null verschiedenes Ideal. Wir zeigen, dass OK{p ein Körper ist, woraus
folgt, dass p maximal ist. p X Z ist ein Primideal in Z und deswegen von der Form Z{pZ für ein
Primelement p P Z. Wir können Z{pZ ganz einfach in OK{p einbetten mit folgender Abbildung

Z{pZ ãÑ OK{p, z ` pZ ÞÑ z ` p

und es ist auch nicht schwierig zu zeigen, dass OK{p ganz über Z{pZ ist. Da nun Z{pZ ein Körper
ist, folgt nach Lemma 6.22, dass OK{p ein Körper ist. �

7. Dedekind Ringe und Klassengruppen, Teil II

Ana Marija Vego, avego@student.ethz.ch

7.1. Gebrochene Ideale. Im folgenden Abschnitt bezeichnet O einen beliebigen Dedekindring,
und K seinen Quotientenkörper.

Lemma 7.1. Zu jedem Ideal a ‰ 0 von O, existiert ein r P N und von Null verschiedene Primideale
p1, p2, . . . , pr mit

a Ě p1p2 . . . pr

Beweis: Sei M die Menge aller Ideale a s.d. keine Primideale mit der obigen Eigenschaft existieren.
Angenommen M sei nicht leer. Da O noethersch ist, bricht jede aufsteigende Idealkette ab. M ist
daher hinsichtlich der Inklusion induktiv geordnet und besitzt somit nach dem Zornschen Lemma
ein maximales Element a. Dieses kann kein Primideal sein, d.h. es gibt Elemente b1, b2 P O mit
b1b2 P a, aber b1, b2 R a. Setzen wir a1 “ pb1q ` a, a2 “ pb2q ` a, so ist a Ĺ a1, a Ĺ a2 und
a1a2 Ď a. Wegen der Maximalität enthalten a1 und a2 Primidealprodukte, deren Produkt in a liegt,
Widerspruch. �

Lemma 7.2. Ist p ein Primideal von O und

p´1 “ tx P K | xp Ď Ou

so ist ap´1 :“
 
ř

i aixi | ai P a, xi P p
´1

(

‰ a für jedes Ideal a ‰ 0.

Beweis: Sei a P p, a ‰ 0, und p1p2 . . . pr Ď paq Ď p mit minimalem r, wobei p1, . . ., pr Primideale
wie in Lemma 1.1 sind. Dann ist eines der pi, o.B.d.A. p1, in p enthalten, also p1 “ p wegen
der Maximalität von p1. Denn sonst gäbe es für jedes i ein ai P pizp mit a1 . . . ar P p. Wegen
p2 . . . pr Ĺ paq gibt es ein b P p2 . . . pr mit b R aO also a´1b R O. Andererseits ist aber bp Ď paq,
also a´1bp Ď O, und somit a´1b P p´1. Damit ist p´1 ‰ O. Sei nun a ‰ 0 ein Ideal von O und
α1, . . . , αn ein Erzeugendensystem. Nehmen wir an, das ap´1 “ a. Dann ist für jedes x P p´1

xαi “
ÿ

j

aijαj , aij P O

Ist A die Matrix pxδij´aijq, so ist also Apα1, . . . , αnq
t “ 0. Für die Determinante d :“ detpAq folgt

dα1 “ . . . “ dαn “ 0 und somit d “ 0. Daher ist x als Nullstelle des normierten Polynoms fpxq “
detpXδij ´ aijq P OrXs ganz über O, d.h. x P O. Es ergibt sich somit p´1 “ O, Wiederspruch. �
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Theorem 7.3. Jedes von p0q und p1q verschiedene Ideal a von O besitzt eine, bis auf Vertauschung,
eindeutige Zerlegung

a “ p1 . . . pr

in Primideale pi von O.

Beweis:
I. Existenz der Primzerlegung.
Sei M die Menge aller von (0) und (1) verschiedenen Ideale, die keine Primzerlegung besitzen. Ist
M nicht leer, so schließen wir wie bei (1.1), dass es ein maximales Element, sage a, in M gibt. Es
liegt in einem maximalen Ideal p, und wir erhalten wegen O Ď p´1:

a Ď ap´1 Ď pp´1 Ď O

Nach Lemma 1.2 ist a Ĺ ap´1 und p Ĺ pp´1 Ď O. Da p ein maximales Ideal ist, so folgt pp´1 “

O. Wegen der Maximalität von a in M und wegen a ‰ p, also ap´1 ‰ O, besitzt ap´1 eine
Primzerlegung ap´1 “ p1 . . . pr also auch a “ ap´1p “ p1 . . . prp, Widerspruch.
II. Eindeutigkeit der Primzerlegung.
Für ein Primideal p gilt nach Definition: ab Ď p ñ a Ď p oder b Ď p, d.h. p|ab ñ p|a oder p|b.
Seien nun

a “ p1p2 . . . pr “ q1q2 . . . qs

zwei Primzerlegungen von a. Dann teilt p1 einen Faktor qi, etwa q1, und ist wegen der Maximalität
“ q1. Wir multiplizieren mit p´1

1 und erhalten wegen p1 ‰ p1p
´1
1 “ O

p2 . . . pr “ q2 . . . qs

So fortfahrend erhalten wir r “ s und nach eventueller Umordnung pi “ qi, i “ 1, . . . , r. �

Definition 7.4 (gebrochenes Ideal). Sei O ein Dedekind Ring und K sein Quotientenkörper. Ein
gebrochenes Ideal von K ist ein endlich erzeugter O-Untermodul a ‰ 0 von K. Ein ganzes
Ideal von K ist ein Ideal von O.

Die Definition vom ganzen Ideal ist jetzt nötig um unterscheiden zu können von gebrochenen
Idealen.

Theorem 7.5. Die gebrochenen Ideale bilden eine abelsche Gruppe, die Idealgruppe JK von K.
Das Einselement (1) = O, und das Inverse zu a ist

a´1 “ tx P K : xa Ď Ou

Beweis: Assoziativität, Kommutativität und ap1q “ a sind klar. Für ein Primideal p ist nach
Lemma (1.1) p Ĺ pp´1 , also pp´1 “ O wegen der Maximalität von p. Ist a “ p1...pr ein ganzes
Ideal, so ist b “ p´1

1 ...p´1
r ein Inverses. Wegen ba “ O ist b Ď a´1. Ist umgekehrt xa Ď O, so ist

xab Ď b, also x P b wegen ab “ O. Daher ist b “ a´1. Ist a ein gebrochenes Ideal und c P O, c ‰ 0,
mit ca Ď O, so ist pcaq´1 “ c´1a´1 das Inverse von ca, also aa´1 “ O. �

Bemerkung: Da O noeterisch ist, ist ein O-Untermodul a ‰ 0 von K “ Quot(O) ein gebrochenes
Ideal g.d.w. ein 0 ‰ c P O existiert mit ca Ď O. Die gebrochene Ideale multipliziert man genauso
wie Ideale von O.

Korollar 7.6. Jedes gebrochene Ideal a besitzt eine eindeutige Produktdarstellung

a “
ź

p

pνp

mit νp P Z und νp “ 0 für fast alle p. Mit anderen Worten: JK ist die durch die Primideale p ‰ 0
erzeugte freie abelsche Gruppe.

Beweis: Jedes gebrochene Ideal a ist Quotient a “ b{c zweier ganzer Ideale b und c, die nach
(1.3) eine Primfaktorzerlegung besitzen. Daher besitzt a eine Primzerlegung im Sinne des Korol-
lars. Sie ist nach (1.3) eindeutig, wenn a ganz ist, und damit auch im allgemeinen Fall. �
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Das Korollar 1.4.1 gibt einen Zusammenhang zu den lokalen Bewertungen. Nach dem Satz
(11.5) in [MP11] [2] erhalten wir dass zu jedem Primideal p ‰ 0 in O ein zugehöriger diskreter
Bewertungsring Op mit der entsprechenden Bewertung des Quotientenkörpers:

vp : Kˆ Ñ Z
existiert. Diese Bewertung hat eine beziehung zur Primzerlegung. Ist x P Kˆ und

pxq “
ź

p

pνp

die Primzerlegung des Hauptideals pxq, so ist

νp “ vppxq

für alle p. Denn für ein festes Primideal q ‰ 0 von O folgt (wegen pOq “ Oq für p ‰ q) aus der
ersten Gleichung

xOq “ p
ź

p

pνpqOq “ qνqOq “ mq
νq

also in der Tat vqpxq “ νq.

7.2. Die Klassengruppe.

Definition 7.7. Die Klassengruppe ist definiert als die Faktorgruppe

ClK “ JK{PK .

wobei PK aus den gebrochenen Hauptidealen paq “ aO, a P Kˆ besteht.
Bemerkung: PK ist eine Untergruppe der Idealgruppe JK .

Generell rechnet man in der Gruppe der gebrochenen Ideale mit der entsprechenden Äquivalenzrelation
lieber als in der Klassengruppe von K. Man setzt hierbei für zwei gebrochene Ideale I,J :

I „ J ðñ IPK “ JPK
ðñ Dx P Kˆ : I “ pxqJ
ðñ Dx P Kˆ : I “ xJ

(7.1)

Bemerkung: Ein Dedekindring ist ein Hauptidealring wenn die Klassengruppe trivial ist.

Beispiel: Sei K :“ Qp
?
dq, für d P Z quadratfrei. Die negativen quadratfreien Zahlen d ă 0

für die die Klassengruppe von K trivial ist, sind:

d “ ´1,´2,´3,´7,´11,´19,´43,´67,´163

8. Ganze Algebraische Zahlen und Idealfaktorisierung

Antonio Casetta, acasetta@student.ethz.ch

In diesem Abschnitt möchten wir zeigen, wie man die Faktorisierung von Idealen berechnen
kann und diverse damit zusammenhängende Begriffe.

8.1. Erinnerung.

Definition 8.1. Sei O Ď O1 eine Ringerweiterung, d.h. ein injektiver Ringhomomorphismus. Ein
Element x P O1 heißt ganz (oder ganz-algebraisch) über O, wenn x einer normierten Gleichung
genügt, d.h. wenn es a1, . . . , an P O gibt mit xn ` a1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0. Die Menge O “ tx P
O1 | Da1, . . . , an P O: xn ` a1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0u heißt ganzer Abschluss von O in O1.

Satz 8.2. Eine rationale Zahl ist genau dann ganz-algebraisch, wenn sie in Z liegt.

Definition 8.3. Wir definieren den Ring der ganzen Zahlen von einem Körper K als

OK – ZK – tb P K : b ganz über Zu

Satz 8.4. OK ist ein Dedekind-Ring, i.e. ein noetherscher Integritätsbereich.

Definition 8.5. Sei O ein Dedekind-Ring und K sein Quotientenkörper. Ein gebrochenes Ideal
von K ist ein endlich erzeugter O-Untermodul a ‰ 0 von K.
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Satz 8.6. Sei O ein Dedekind-Ring. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) O ist ein Dedekind-Ring.
(ii) Jedes von 0 verschiedene Ideal a kann eindeutig als Produkt von Primidealen geschrieben

werden:

a “
ź

p

pνppaq, νppaq P Z fast alle gleich null

(iii) Jedes von 0 verschiedene Ideal kann als Produkt von Primidealen geschrieben werden.
(iv) Die Menge der gebrochenen Ideale von K ungleich 0 ist eine Gruppe.

Korollar 8.7 (Chinesischer Restsatz). Sei O ein Dedekind-Ring, a Ď O ein Ideal. Dann ist

O{a –
ź

p

O{pνppaq

Definition 8.8. Sei O ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper K. Dann definieren wir:

(1) Für zwei gebrochene Ideale a, b in O ist a|b genau dann, wenn ein ganzes Ideal c gibt,
sodass b “ ca. Dies is äquivalent zu νppbq ě νppaq für alle Primideale p. Desweiteren ist
es auch äquivalent zu b Ď a.

(2) Ein gebrochenes Ideal a Ď O heißt invertierbar, falls es ein gebrochenes Ideal a1 gibt, so
dass a ¨ a1 “ O. Also für ein ganzes Ideal a Ď O definieren wir a´1 – tx P K | xa Ď Ou.

Lemma 8.9. Seien α1, . . . , αn eine Q-Basis eines Körpers K mit alle αi ganz über K. Falls
d “ diskp

À

i αiZq “ detptrpαiαjqi,j“1,...,nq dann gilt
À

i αiZ Ď ZK Ď 1
d

À

i αiZ.

8.2. Primidealfaktorisierung. Jedes Primideal p ‰ 0 von OK enthält eine rationale Primzahl
p und ist ein Teiler des Ideals pOK . Also fragen wir uns, wie eine Primzahl p in Primidealen des
Rings OK zerfällt. Wir betrachten dies Problem in einem allgemeinen Kontext, und beginnen mit
einem beliebigen Dedekind-Ring O anstatt von Z. Dann, anstatt von OK , wählen wir den ganzen
Abschluss O von O in einer endlichen Erweiterung von seinem Quotientenkörper.

Für ein Primideal p in O hat man immer pO ‰ O. In der Tat, sei π P p z p2 so, dass πO“ pa mit
p - a, also p` a “ O. Betrachtet 1 “ b` s, mit b P p und s P a, finden wir s R p und sp Ď pa “ πO.
Falls man pO “ O hätte, dann würde es folgen, dass sO “ spO Ď πO, also, dass s “ πx für eine
x P O XK “ O, i.e. s P p, Widerspruch.

Ein Primideal p ‰ 0 in dem Ring O zerfällt in O in einem eindeutigen Weg in einem Produkt
von Primidealen

pO “

r
ź

i“1

Pei
i

Die Primideale Pi in der Faktorisierung sind genau die Primideale P in O, die über p liegen, i.e.
man hat die Relation p “ PXO. Dies bezeichnen wir als P|p, und wir nennen P ein Primteiler von
p. Wir bemerken auch, dass pO{Piq{pO{pq eine Körpererweiterung ist, weil die Abbildung
O Ñ O Ñ O{P Kern PXO “ p hat. Also ist die Abbildung O{p ãÑ O{P injektiv.

Definition 8.10. (1) Das Exponent ei heißt Verzweigungsindex.
(2) Der Grad von der Körpererweiterung fi “ rO{Pi : O{ps wird Trägheitsgrad von Pi über

p genannt.
(3) Pi heißt unverzweigt über p, wenn ei “ 1 und wenn die Körpererweiterung pO{Piq{pO{pq

separabel ist.
(4) p heißt unverzweigt in L{K, wenn für alle i “ 1, . . . , r : Pi{p unverzweigt über p sind.
(5) p heißt unzerlegt in L{K, wenn r “ 1, d.h., wenn es nur ein Primideal P über p gibt,

und träge, wenn zusätzlich pOK prim ist.
(6) p heißt total zerlegt in L{K, wenn für alle i “ 1, . . . , r : fi “ 1 und ei “ 1.

Satz 8.11. Sei O ein Dedekind-Ring mit Quotientenkörper K und ganzem Abschluss O in einem
Körper L, sodass L{K eine separable Körpererweiterung mit Grad n “ rL : Ks ist. Für jede
Primideal p ‰ 0 in O, schreiben wir die Faktorisierung von p als

pO “

r
ź

i“1

Pei
i
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mit Trägheitsgrade fi “ rO{Pi : O{ps. Dann gilt

r
ÿ

i“1

eifi “ n

Beweis. Der Beweis basiert auf dem Chinesichen Restsatz in der folgenden Variante:

O{pO –

r
à

i“1

O{Pei
i

O{pO und O{Pei
i sind Vektorräume über dem Körper κ “ O{p, und es ist genug zu zeigen

dimκpO{pOq “ n und dimκpO{Pei
i q “ eifi

Um die erste Identität zu beweisen, seien ω1, . . . , ωm P O Repräsentanten für eine Basis ω̄1, . . . , ω̄m
von O{pO über κ. Es ist genug zu zeigen, dass ω1, . . . , ωm eine Basis von L{K bilden. Wir neh-
men an, dass ω1, . . . , ωm linear abhängig über K sind, und also über O auch. Dann gibt es Ele-
mente a1, . . . , am P O nicht alle gleich Null, sodass a1ω1 ` ¨ ¨ ¨ ` amωm “ 0. Definiere das Ideal
a “ pa1, . . . , amq von O und finde ein a P a´1 so, dass a R a´1p, also aa Ę p. Dann liegen die Elemen-
te aa1, . . . , aam in O, aber nicht alle gehören zu p. Der Ausdruck aa1ω1`¨ ¨ ¨`aamωm ” 0 mod p im-
pliziert also die lineare Abhängigkeit zwischen die ω̄1, . . . , ω̄m über κ, Widerspruch. Die ω1, . . . , ωm
sind also linear unabhängig über K. Um zu zeigen, dass alle ωi eine Basis von L{K bilden, be-
trachten wir die O-Module M “ Oω1 ` ¨ ¨ ¨` Oωm und N “ O{M . Seit O “ M ` pO, haben wir
pN “ N . Seit L{K separabel ist, sind O und N endlich erzeugte O-Module. Mit α1, . . . , αs als
System von Erzeugenden von N , dann

αi “
ÿ

j

aijαj für aij P p

Sei A die Matrix paijq ´ I, wo I ist die unitäre Matrix mit Rank s, und sei B die adjunkte Matrix
von A, deren Elementen die Unterdeterminanten von Rank ps ´ 1q von A sind. Dann haben wir
Apα1, . . . , αsq

T “ 0 und BA “ dI, mit d “ detpAq. Also

0 “ BApα1, . . . , αsq
T “ pdα1, . . . , dαsq

T

und also dN “ 0, i.e. dO ĎM “ Oω1`¨ ¨ ¨` Oωm. Wir haben d ‰ 0, weil wir mit d “ detppaijq´Iq
finden, dass d ” p´1qs mod p, weil aij P p. Es folgt, dass L “ dL “ Kω1 ` ¨ ¨ ¨ `Kωm. ω1, . . . , ωm
ist also eine Basis von L{K.

Um die zweite Identität zu zeigen, betrachten wir die absteigende Kette

O{Pei
i Ě Pi{P

ei
i Ě ¨ ¨ ¨ Ě Pei´1

i {Pei
i Ě p0q

von κ-Vektorräumen. Die sukzessive Quotienten Pν
i {P

ν`1
i in dieser Kette sind isomorph zu O{Pi,

für α P Pν
i zP

ν`1
i , dann hat der Homomorphismus

O ÝÑ Pν
i {P

ν`1
i , a ÞÑ aα

Kern Pi und ist surjektiv, weil Pν
i der ggT von Pν`1

i und pαq “ αO ist, also Pν
i “ αO `Pν`1

i .

Seit fi “ rO{Pi : κs, haben wir dimκpP
ν
i {P

ν`1
i q “ fi und also

dimκpO{Pei
i q “

ei´1
ÿ

ν“0

dimκpP
ν
i {P

ν`1
i q “ eifi

�

Falls p P Z eine Primzahl ist, so lässt sich das Ideal pOK “
śr
i“1 P

ei
i faktorisieren. Nun ist

PiXZ “ pZ. Entsprechend hat man eine Körpererweiterung von endlichen Körpern: OK{Pi über
Z{pZ. Sagen wir jene ist vom Grad fi. Nun hat man rK : Qs “

řr
i“1 eifi.

Im nächsten Satz Wählen wir K “ Qpθq für eine ganz-algebraische Zahl θ mit Minimalpolynom
QpXq. Für die meisten Primzahlen p ist die Faktorisation pOK “

śr
i“1 P

ei
i im Zusammenhang

mit der Faktorisierung in Z{pZrXs von der Projektion von QpXq zu pZ{pZqrXs.

Satz 8.12. Sei θ P ZK eine ganze primitive Zahl von einem Zahlkörper K “ Qpθq vom Grad n
über Q und d “ diskp1, θ, . . . , θn´1q. Sei nun p P Z eine Primzahl, welche zu d teilerfremd ist. Sei
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QpXq P ZrXs das Minimalpolynom von θ und nehme an, dass die Reduktion QpXq P Z{pZrXs sich
wie folgt

QpXq “ Q1pXq
e1 ¨ ¨ ¨QrpXq

er

in irreduzible, paarweise teilerfemde Polynome QipXq zerlegt. Seien ferner QipXq P ZrXs Polyno-
me, welche sich auf Qi reduzieren, dann sind

Pi “ pZK `QipθqZK

die verschiedenen über ppq liegenden Primideale von ZK . Ferner ist der Trägheitsgrad von Pi über
ppq gleich dem Grad von QipXq und es gilt

pZK “ Pe1
1 ¨ ¨ ¨P

er
r

Beweis. Wir zeigen die Isomorphismen

ZK{pZK – Zrθs{pZrθs – pZ{pZqrXs{pQpXqq

Wir anfangen mit dem ersten. 1, θ, . . . , θn´1 bildet eine Z-Basis von Zrθs. d “ diskp1, θ, . . . , θn´1q “

detptrpθi`jqi,j“0,...,n´1q, also gilt Zrθs Ď ZK Ď 1
dZrθs. Falls nun pd, pq “ 1, dann ist d invertierbar

in Z{pZ, daraus folgt dann, dass die Abbildung Zrθs Ñ ZK Ñ ZK{pZK surjektiv ist mit Kern
pZrθs und somit ZK{pZK – Zrθs{pZrθs – ZrXs{pp,QpXqq.

Der zweite Isomorphismus ist aus dem surjektiven Homomorphismus

ZrXs ÝÑ pZ{pZqrXs{pQpXqq

ableitbar. Sein Kern ist das Ideal erzeugt von p und QpXq, und aus Zrθs “ ZrXs{pQpXqq, haben
wir Zrθs{pZrθs – pZ{pZqrXs{pQpXqq.

Seit QpXq “
śr
i“1QipXq

ei , der Chinesiche Restsatz besagt endlich, dass

pZ{pZqrXs{pQpXqq –
r
à

i“1

pZ{pZqrXs{pQipXqqei

Dies zeigt, dass die Primideale des Rings R “ pZ{pZqrXs{pQpXqq die Hauptideale pQiq sind, die
erzeugt von den QipXqmodQpXq, für i “ 1, . . . , r, sind. Dies zeigt auch, dass der Grad rR{pQiq :
Z{pZs gleich der Grad von QipXq ist, und

p0q “ pQq “
r
č

i“1

pQiq
ei

Aus dem Isomorphismus pZ{pZqrXs{pQpXqq – ZK{pZK , fpXq ÞÑ fpθq, gilt das gleiche für
ZK{pZK . Also sind die Primideale Pi von ZK{pZK die Primideale pQiq, und sie sind die Primidea-
le erzeugt von den Qipθqmod pZK . Der Grad rpZK{pZKq{Pi : Z{pZs ist der Grad des Polynoms

QipXq, und wir haben p0q “
Şr
i“1 P

ei
i . Jetzt sei Pi “ pZK`QipθqZK das Vorbild von Pi bezüglich

dem Homomorphismus

ZK ÝÑ ZK{pZK
Dann, für i “ 1, . . . , r, variiert Pi über den Primidealen von ZK über p. fi “ rZK{Pi : Z{pZs ist

der Grad des Polynoms QipXq. Ausserdem ist Pei
i das Vorbild von P

ei
i (weil ei “ #tP

ν
| ν P Nu),

und pZK Ě
Şr
i“1 P

ei
i so, dass pZK |

śr
i“1 P

ei
i und folglich pZK “

śr
i“1 P

ei
i , weil

ř

i eifi “ n. �

Bemerkung 8.13. Desweiteren kann man auch zeigen, dass d “ p´1qnpn´1q{2diskpQpXqq “
RespQpXq, d

dXQpXqq gilt. Da nun pp, dq “ 1 gilt, folgt, dassQpXq P Z{pZ keine mehrfache Nullstelle
hat, insbesondere folgt sogar, dass alle ei “ 1 und somit p ist unverzweigt.

Beispiel 8.14. θ “ 3
?

2 hat Minimalpolynom QpXq “ X3 ´ 2 P ZrXs.
Wir bemerken, dass X3 ´ 2 ” pX ` 2qpX2 ` 3X ` 4q mod p5q wobei beide Faktoren irreduzibel in
Z{5ZrXs sind. Ferner sind 5 und die Diskriminante d “ ´108 von QpXq teilerfremd. Daraus folgt

5ZQp 3?2q “ P1P2 “

´

5ZQp 3?2q ` p
3
?

2` 2qZQp 3?2q

¯´

5ZQp 3?2q ` p
3
?

4` 3
3
?

2` 4qZQp 3?2q

¯

mit Trägheitsgraden f1 “ 1 und f2 “ 2.
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9. Kreisteilungskörper

Quirin Reding, quirin.reding@math.ethz.ch

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem n-ten Kreisteilungskörper Qpζq. Dabei bezeichnet
ζ eine primitive n-te Einheitswurzel, das heisst ζn “ 1 und ζk ‰ 1 für alle 1 ď k ă n. Die
Körpererweiterung Qpζq|Q ist galoissch von Grad ϕpnq, wobei wir mit ϕ die Eulersche Phi-Funktion
bezeichnen.

9.1. Ganze Zahlen. Die ganzen Zahlen in Qpζq sind Zrζs. Um das zu zeigen, beweisen wir den
folgende Satz.

Satz 9.1. 1, ζ, . . . , ζd´1 mit d “ ϕpnq ist eine Ganzheitsbasis für den Ring O der ganzen Zahlen
von Qpζq, d.h.

O “ Z` Zζ ` ¨ ¨ ¨ ` Zζd´1 “ Zrζs

Für den Beweis benötigen wir das folgende Lemma.

Lemma 9.2. Sei n “ qν eine Primzahlpotenz und λ “ 1 ´ ζ. Dann ist das Hauptideal pλq Ď O
ein Primideal vom Grad 1 und für d “ ϕpnq ist

qO “ pλqd.

Ferner hat die Basis 1, ζ, . . . , ζd´1 von Qpζq|Q die Diskriminante

dp1, ζ, . . . , ζd´1q “ ˘qs,

mit s “ qν´1pνq ´ ν ´ 1q.

Beweis. Das Minimalpolynom von ζ ist das n-te Kreisteilungspolynom

φnpXq “
ź

1ďkďn
pk,nq“1

pX ´ ζkq “
ź

kPpZ{nZqˆ
pX ´ ζkq “ pXqν ´ 1q{pXqν´1

´ 1q

“ Xqν´1
pq´1q ` ¨ ¨ ¨ `Xqν´1

` 1.

Also ist ζ ganz in Qpζq und so auch

εk – 1` ζ ` ¨ ¨ ¨ ` ζk´1 “
1´ ζk

1´ ζ
.

Mit X “ 1 erhalten wir aus den obigen Gleichungen

(9.1) q “
ź

kPpZ{nZqˆ
p1´ ζkq “

ź

kPpZ{nZqˆ
εkp1´ ζq.

Da k P pZ{nZqˆ invertierbar ist, gibt es ein k1 P Z, so dass k1k ” 1 mod n. Somit ist

1´ ζ

1´ ζk
“

1´ pζkqk
1

1´ ζk
“ 1` ζk ` ¨ ¨ ¨ ` pζkqk

1
´1 P O.

Das heisst εk ist eine Einheit in O, also auch ε –
ś

k εk. Es folgt, dass q “ εp1 ´ ζqd und somit
auch qO “ pλqd. Wegen der fundamentalen Gleichung

ř

i eifi “ d der Primidealzerlegung muss
pλq ein Primideal vom Grad 1 sein.

Für die Bestimmung der Diskriminanten verwenden wir, dass

˘dp1, ζ, . . . , ζd´1q “
ź

i‰j

pζi ´ ζjq “
d
ź

i“1

φ1npζiq,

wobei ζ1, . . . , ζd die Konjugierten von ζ unter der Wirkung der Galois-Gruppe bezeichnen.
Nach [4, Satz 2.6] ist ferner

d
ź

i“1

φ1npζiq “ NQpζq|Qpφ
1
npζqq.
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Aus der Identität pXqν´1

´1qφnpXq “ pX
qν ´1q für das n-te Kreisteilungspolynom φn erhalten

wir durch differenzieren nach X und Auswertung bei X “ ζ, dass

qν´1Xqν´1
´1φnpXq ` pX

qν´1

´ 1qφ1npXq “ qνXqν´1

0` pζq
ν´1

´ 1qφ1npζq “ qνζq
ν
´1 “ qνζ´1.

Mit der primitiven q-ten Einheitswurzel ξ – ζq
ν´1

haben wir also

pξ ´ 1qφ1npζq “ qνζ´1.

Da q prim ist folgt nach [4, Satz 2.6], dass

NQpξq|Qpξ ´ 1q “
ź

1ďkăq

pξk ´ 1q “ ˘φqp1q “ ˘q.

Es ist also

NQpζq|Qpξ ´ 1q “ NQpξq|Qpξ ´ 1qq
ν´1

“ ˘qq
ν´1

.

Wir folgern mit der Kenntnis, dass ζ´1 Norm ˘1 und qν “ n Norm nϕpnq hat,

˘dp1, ζ, . . . , ζd´1q “ ˘pqνqq
ν´1

pq´1qq´q
ν´1

“ ˘qs

mit s “ qν´1pνq ´ ν ´ 1q. �

Nun können wir Satz 9.1 beweisen.

Beweis von Satz 9.1. Wir nehmen zuerst an n “ qν sei eine Primzahlpotenz. Wie in einem Lemma
im Abschnitt über Dedeking Ringe gesehen gilt für die Diskriminante dp1, ζ, . . . , ζd´1q “ ˘qs

(9.2) qsO Ď Z` ζZ` ¨ ¨ ¨ ` ζd´1Z “ Zrζs Ď O,

wobei wir verwendet haben, dass das Minimalpolynom φn von ζ Grad d hat und ζ P O.
Da λ wegen Lemma 9.2 ein Primideal von Grad 1 mit qO “ pλqd ist, gilt O{λO – Z{qZ. Somit

ist O “ Z{qZ ` λO und wegen Z{qZ Ď Zrζs Ď O, ist auch O “ Zrζs ` λO. Mulitplikation mit
λ und einsetzen in die ursprüngliche Gleichung liefert O “ Zrζs ` λZrζs ` λ2O “ Zrζs ` λ2O.
Induktiv erhalten wir also @t ě 1 :

O “ Zrζs ` λtO.
Also erhalten wir unter Verwendung von 9.2 und pλqd “ qO aus Lemma 9.2

O “ Zrζs ` λdsO “ Zrζs ` pqOqsO “ Zrζs ` qsO “ Zrζs.

Im allgemeinen Fall sei n “ qν11 ¨ ¨ ¨ qνrr die Primfaktorzerlegung von n in Z. Dann haben wir die
Zerlegung

Qpζq “ Qpζ1q ¨ ¨ ¨Qpζrq,

mit den primitiven qνii -ten Einheitswurzeln ζi – ζn{q
νi
i . Sei di – ϕpqνii q, dann ist nach vorheriger

Betrachtung jeweils 1, ζi, . . . , ζ
di´1
i eine Ganzheitsbasis von Qpζiq|Q mit Diskriminante qsii . Da

diese Diskriminanten zueinander paarweise teilerfremd sind und Qpζ1q ¨ ¨ ¨Qpζi´1q XQpζiq “ Q für

alle 1 ă i ď r gilt, ist nach [4, Satz 2.11] die Menge tζj11 ¨ ¨ ¨ ζ
jr
r : 0 ď ji ď di´1u eine Ganzheitsbasis

von Qpζq|Q. Da diese Basiselemente alle Potenzen von ζ sind, gibt es für jedes α P O ein Polynom
f P ZrXs, so dass fpζq “ α. Mithilfe von ζd “ 1 können wir f vom Grad ď d ´ 1 wählen und
erhalten somit eine Darstellung der Form α “ a0`a1ζ`¨ ¨ ¨`ad´1ζ

d´1, womit 1, ζ, . . . , ζd´1 auch
eine Ganzheitsbasis ist. �

9.2. Primidealzerlegung. Im Kreisteilungskörper Qpζq können wir die Zerlegung in Primideale
explizit angeben.

Satz 9.3. Sei n “
ś

p p
νp die Primzerlegung von n und ζ eine primitive n-te Einheitswurzel.

Ferner sei fp P Z für jede Primzahl p die kleinste postive ganze Zahl mit pfp ” 1 mod n{pνp .
Dann zerlegt sich p über Qpζq in

p “ pp1 ¨ ¨ ¨ prq
ϕppνp q,

wobei die pi verschiedene Primideale vom Grad fp sind.
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Beweis. Der Führer von Zrζs ist 1, da Zrζs der Ring der ganzen Zahlen von Qpζq ist. Also können
wir für p prim Satz 8.3 aus [4] anwenden. Folglich zerfällt p in Qpζq auf gleiche Weise in Primideale
wie das Minimalpolynom φnpXq von ζ in irreduzible Faktoren mod p. Es genügt also zu zeigen,
dass

φnpXq ”
`

p1pXq ¨ ¨ ¨ prpXq
˘ϕppνp q

mod p

mit verschiedenen irreduziblen Polynomen p1pXq, . . . , prpXq über Z{pZ vom Grad fp.
Wir schreiben m – n{pνp und definieren ξi und ηj als die primitiven m-ten bzw. pνp -ten

Einheitswurzeln. Entsprechend sind die Produkte ξiηj genau die primitiven n-ten Einheitswurzeln.
Also ist

φnpXq “
ź

i,j

pX ´ ξiηjq,

wobei die Indizes i und j über die entsprechenden Einheitengruppen pZ{mZqˆ bzw. pZ{pνpZqˆ
laufen. Nun ist für jedes Primideal p Ě ppq jedoch ηj ” 1 mod p, da Xpνp ´ 1 ” pX ´ 1qp

νp
mod

p. Folglich haben wir

φnpXq ”
ź

i

pX ´ ξiq
ϕppνp q “ φmpXq

ϕppνp q mod p.

Da die Kreisteilungspolynome φnpXq und φmpXq Koeffizienten in Z haben, folgt auch, dass

φnpXq ” φmpXq
ϕppνp q mod p.

Ferner ist Zrζs{p eine endliche Körpererweiterung von Fp, also von der Form Fpf für ein f ě 1.

Nun haben wegen pm, pq “ 1 die PolynomeXm´1 undmXm´1 keine gemeinsamen Nullstellen mod
p. Deshalb haben sowohl Xm´ 1 als auch φmpXq keine mehrfachen Nullstellen mod p. Folglich ist
das Bild ζ̄m der primitiven m-ten Einheitswurzel ζm unter der Abbildung Zrζs Ñ Zrζs{p wiederum
eine primitive m-te Einheitswurzel. Deshalb teilt die Ordung m vom ζ̄m die Kardinalität der
Einheitengruppe Fˆ

pf
“ Fpf ´ t0u. Das heisst pf ” 1 mod m. Also ist f ě fp.

Da nun aber auch die Bilder ζ̄im P Zrζs{p primitive m-te Einheitswurzeln sind für alle 1 ď i ă m
mit pi,mq “ 1, zerfällt das Bild φ̄mpXq des Kreisteilungspolynoms φmpXq in Zrζs{p “ Fpfp in

Linearfaktoren. Seien nun PipXq die irreduziblen Faktoren von φmpXqmod p. Dann hat jedes PipXq
mindestens Grad f mit pf ” 1 mod m und maximal Grad fp, da φ̄mpXq in Fpfp in Linearfaktoren
zerfällt. Somit ist f “ fp. �

9.3. Grosser Fermatscher Satz für reguläre Primzahlen. Als Anwendung der Kreistei-
lungskörper betrachten wir den grossen Fermatschen Satz:

Satz 9.4. Die Gleichung xn` yn “ zn hat für jede natürliche Zahl n ą 2 keine positiven ganzzah-
ligen Lösungen px, y, zq P Z3

ą0.

Und zwar betrachten wir den Fall, dass n “ p ě 5 eine Primzahl ist. Wir argumentieren per
Widerspruch, sei also px, y, zq eine positive ganzzahlige Lösung. Ohne Beschränkung der Allge-
meinheit nehmen wir an, dass x, y, z paarweise teilerfremd sind. Wir nehmen zudem an dass p
keine der Zahlen x, y, z teilt. (Der andere Fall, nämlich dass p genau eine der Zahlen x, y, z teilt,
ist etwas aufwendiger.)

Wir faktorisieren nun die Summe xp ` yp in Qpζq mit ζ einer primitiven p-ten Einheitswurzel.
Es gilt

tp ´ 1 “
ź

0ďkăp

pt´ ζkq

und somit

p´x{yqp ´ 1 “
ź

0ďkăp

p´x{y ´ ζkq

xp ` yp “
ź

0ďkăp

px` yζkq.

Die Gleichung xp ` yp “ zp führt also zur folgenden Hauptidealgleichung in Zrζs
(9.3) px` yqpx` yζq ¨ ¨ ¨ px` yζp´1q “ pzqp.

Wir zeigen nun mithilfe der Primidealzerlegung in Zrζs, dass das Hauptideal px`yζq keine gemein-
samen Primidealfaktoren mit den den anderen Hauptidealen auf der linken Seite von Gleichung
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9.3 hat. Angenommen dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein Primideal π mit π Ě px ` yζq und
π Ě px` yζkq für ein k ı 1 mod p. Folglich

π Ě px` yζkq ´ px` yζq

π Ě
`

yζpζk´1 ´ 1
˘

“
`

ypζk´1 ´ 1q
˘

,

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass ζ eine Einheit in Zrζs ist. Analog zu Gleichung
9.1 erhalten wir die Hauptidealgleichung ppq “ p1 ´ ζq ¨ ¨ ¨ p1 ´ ζp´1q. Somit folgt, dass π Ě pypq.
Zudem folgt direkt aus Gleichung 9.3, dass π Ě pzqp und da π prim ist, muss folglich auch π Ě pzq
gelten. Da aber p, y und z paarweise teilerfremd sind, ist π Ě pzq ` pypq “ Zrζs im Widerspruch
zur Annahme, dass π prim ist. Dies zeigt die Behauptung.

Somit ist der Verzweigungsindex jedes Primidealfaktors von px`yζq durch p teilbar. Folglich ist
px` yζq “ Ip die p-te Potenz eines Ideals I. Wir nehmen nun im folgenden an p sei eine reguläre
Primzahl um zu zeigen, dass I ein Hauptideal ist.

Definition 9.5. Eine Primzahl p P Z heisst regulär falls p die Kardinalität der Klassengruppe von
Qpζq nicht teilt. (ζ ist eine primitive p-te Einheitswurzel)

Wenn also p regulär ist, so gibt es keine Elemente der Ordnung p in der Klassengruppe von Qpζq.
Sei C die Klasse in der das Ideal I liegt. Dann ist wegen Ip P Cp die Klasse Cp das triviale Element
der Klassengruppe, da Ip “ px ` yζq ein Hauptideal ist. Somit ist die Ordnung von C ein Teiler
von p und folglich 1. Somit ist C bereits trivial in der Klassengruppe, d.h. I ist ein Hauptideal.

Wir können also schreiben x ` yζ “ uαp für ein α P Zrζs. Unter Verwendung von pβ ` γqp ”
βp ` γp mod p für alle β, γ P Zrζs ist

αp “
´

p´1
ÿ

i“0

aiζ
i
¯p

”

p´1
ÿ

i“0

api ζ
ip P Z.

Nun verwenden wir, dass für jede Einheit u P Zrζs der Quotient u{ū eine p-te Einheitswurzel ist.
Es ist folglich

x` yζ “ uαp ” pu{ūquαp “ ζkpx` yζ´1q.

Wir behaupten, dass k ” 1 mod p. Denn andernfalls folgt aus

p | ζkpx` yζ´1q ´ px` yζq

p | xpζk ´ 1q ` ypζk´1 ´ ζq

p | ´ x´ yζ ` xζk ` yζk´1,

dass p auch x oder y teilt, (da 1, ζ, . . . , ζp´2 eine Ganzheitsbasis ist) im Widerspruch zur ur-
sprünglichen Annahme.

Für k ” 1 erhalten wir nun x ` yζ ” xζ ` y, also x ” y mod p. Wegen p ungerade gilt aber
auch xp ` p´zqp “ p´yqp und folglich x ” ´z mod p. Zusammen erhalten wir

2xp ” xp ` yp “ zp ” ´xp

ñ p | 3xp

ñ p | x,

im Widerspruch zur ursprünglichen Annahme. Somit haben wir gezeigt, dass es keine positiv
ganzzahligen Lösungen zur Gleichung xp ` yp “ zp gibt für p ě 5 eine reguläre Primzahl mit
p - xyz.

9.4. Eine weitere Anwendung. Zu guter Letzt beweisen wir noch folgende Aussage über qua-
dratische Zahlkörper.

Satz 9.6. Für jede ungerade Primzahl p mit p‹ “ p´1q
p´1
2 p ist Qp

?
p‹q Ď Qpζq. Wobei ζ eine

primitive p-te Einheitswurzel bezeichnet.

Beweis. Nach dem Eulerschen Kriterium ist p‹ “
`

´1
p

˘

p. Sei ferner

τ –

p´1
ÿ

a“1

ˆ

a

p

˙

ζa.
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Wir zeigen nun, dass p‹ “ τ2. Wir berechnen wie folgt, wobei die Summierungsindizes a, b, c jeweils
über die Einheitengruppe pZ{pZqˆ laufen.

ˆ

´1

p

˙

τ2 “

ˆ

´1

p

˙ˆ

ÿ

a

ˆ

a

p

˙

ζa
˙ˆ

ÿ

b

ˆ

b

p

˙

ζb
˙

“
ÿ

a,b

ˆ

a

p

˙ˆ

´b

p

˙

ζa`b “
ÿ

a,b1

ˆ

a

p

˙ˆ

b1

p

˙

ζa´b
1

Wobei wir im letzten Schritt b1 – ´b substituiert haben. Weiter gilt
`

b
q

˘

“
`

b´1

q

˘

nach dem Euler-

schen Kriterium. Somit ist
ˆ

´1

p

˙

τ2 “
ÿ

a,b

ˆ

a

p

˙ˆ

b´1

p

˙

ζa´b “
ÿ

a,b

ˆ

ab´1

p

˙

ζa´b

“
ÿ

b,c

ˆ

c

p

˙

ζbc´b, mit c– ab´1

“
ÿ

c

ˆ

c

p

˙

ÿ

b

ζbpc´1q

“
ÿ

c‰1

ˆ

c

p

˙

ÿ

b

ξb `

ˆ

1

p

˙

ÿ

b

1, mit ξ – ζc´1

“
ÿ

c‰1

ˆ

c

p

˙

p´1q ` p´ 1.

Ferner ist
ř

c

`

c
p

˘

“ 0, da für
`

x
p

˘

“ ´1

´
ÿ

c

ˆ

c

p

˙

“

ˆ

x

p

˙

ÿ

c

ˆ

c

p

˙

“
ÿ

c

ˆ

xc

p

˙

“
ÿ

c1

ˆ

c1

p

˙

,

mit der Substitution c1 – xc in der Einheitengruppe pZ{pZqˆ.
Somit haben wir

ˆ

´1

p

˙

τ2 “ ´

ˆ

1

p

˙

p´1q ` p´ 1 “ p.

Es folgt, dass

τ2 “

ˆ

´1

p

˙ˆ

´1

p

˙

τ2 “

ˆ

´1

p

˙

p “ p‹.

�

10. Lokaler Frobenius und quadratische Reziprozität

Kevin Zhang, kezhang@ethz.ch

10.1. Hilbertsche Verzweigungstheorie. Sei O wieder ein beliebiger Dedekindring mit Quoti-
entenkörper K. Wir betrachten hier den Fall einer endlichen galoisschen Körpererweiterung L|K
mit Galoisgruppe G “ GpL|Kq vom Grad n. Wir nennen den ganzen Abschluss von O in L wieder
O.

Lemma 10.1. Sei σ P G, dann ist O σ-invariant. Ist zusätzlich p ein Primideal in O und P ein
Primideal von O über p, so ist σP wieder ein Primideal von O über p.

Beweis. Sei a P O. Dann existiert ein normiertes P P O rXs, sodass P paq “ 0. Da die Koeffizienten
von P in K liegen, ist P pσaq “ σP paq “ 0, folglich σa P O. Ist P ein Primideal von O über p, ist
hiermit σP wieder ein Primideal von O. Zudem ist σPX O “ σ pPX Oq “ σp “ p, folglich ist σP
ebenfalls ein Primideal über p. �

Bemerkung 10.2. G operiert folglich auf der Menge der Primideale über p. Die σP werden auch
die zu P konjugierten Primideale genannt.

Satz 10.3. G operiert transitiv auf der Menge der Primideale über p.
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Beweis. Angenommen es gibt zwei Primideale P und P1 über p, sodass für alle σ P G gilt, dass
σP ‰ P1. Wir erinnern uns, dass pO “

śr
i“1 P

ei
i , wobei das Produkt die Primideale über p

durchläuft. Mit dem chinesischen Restsatz ist O{pO –
Àr

i“1 O{P
ei
i , was die Exitenz eines x P O

impliziert, sodass x ” 0 mod P1 und x ” 1 mod σP für alle σ P G.
Sei N “

ś

σPG σx, so ist für σ P G beliebig σN “ N , folglich N P K und somit N P O. Nach
Konstruktion ist somit N P P1 XO “ p. Es ist aber ebenfalls σx R P für alle σ P G, folglich N R p,
was ein Widerspruch ergibt. Somit folgt σP “ P1 für ein σ P G. �

Definition 10.4. Für ein Primideal P von O sei die Zerlegungsgruppe von P über K definiert als
die Untergruppe GP :“ tσ P G|σP “ Pu und der Zerlegungskörper von P über K als den Fixkörper
ZP :“ tx P L|@σ P GP : σx “ xu.

Bemerkung 10.5. Es existiert insbesondere eine wohldefinierte Bijektion zwischen den Nebenklassen
G{GP und der Menge der konjugierten Primideale von P, gegeben durch σGP ÞÑ σP. Insbesondere
ist die Anzahl der konjungierten Primidealen gegeben durch rG : GPs. Insbesondere ist p voll zerlegt
genau dann, wenn GP “ 1 und unzerlegt, genau dann, wenn GP “ G.

Satz 10.6. Für die Zerlegung pO “
śr
i“1 P

ei
i mit Trägheitsgraden fi “ rO{Pi : O{ps gilt

f1 “ . . . “ fr “: f und e1 “ . . . “ er “: e. Für ein entsprechendes Repräsentantensystem von
G{GP erhalten wir somit die Zerlegung pO “ p

ś

σ σPq
e
.

Beweis. Setze P “ P1. Aus Satz 3 folgt, dass σi P G existieren, sodass Pi “ σiP. Für alle i
induziert σi einen Isomorphismus zwischen O{P und O{σiP, gegeben durch xP ÞÑ σix pσiPq,
folglich ist fi “ rO{σiP : O{ps “ rO{P : O{ps “ f1 “: f .
Da O G-invariant ist, folgt für alle i σi ppOq Ď pO. Da σi invertierbar ist, folgt σi ppOq “ pO,
folglich Pν |pO ô σi pP

νq |σi ppOq ô pσiPq
ν
|pO und damit ei “ e1 “: e. �

Satz 10.7. Man betrachte die Körpererweiterung ZP|K, sei OZ der ganze Abschluss von O in ZP.
Sei PZ :“ PXOZ das Primideal von ZP unter P. So ist:

(i) PZ ist unzerlegt in L.
(ii) P hat über ZP den Verzweigungsgrad e und Trägheitsgrad f .
(iii) PZ hat über K den Verzweigungsgrad 1 und Trägheitsgrad 1.

Beweis. Aus dem Hauptsatz der Galoistheorie folgt G pL|ZPq “ GP. Somit folgt auf Bemerkung
5, dass PZ unzerlegt ist.
Man erinnere sich, an die fundamentalste Gleichung

řr
i“1 eifi “ n, im galoisschen Fall ergibt sich

entsprechend ref “ n. Da r die Anzahl der Primideale über p ist, ist r “ rG : GPs. Da ZP der
Fixkörper von GP ist, folgt hiermit rL : ZPs “ |GP| “ ef . Wir bezeichnen die Verzweigungsindezes
und Trägheitsgrade von P über ZP bzw. Pz über K mit e1 und f 1 bzw. e2 und f2. Es ist nach

(i) PZO “ Pe1 . Zudem erhalten wir in ZP|K die Zerlegung pOZ “ Pe2

Z ˚ p. . .q für weitere über
p liegenden Primideale. Da P das eindeutige über PZ liegende Primideal ist, erhalten wir die
Zerlegung pO “ Pe1e2 ˚ p. . .q. Insbesondere folgt e “ e1e2.
Mithilfe der Inklusionen O{p ãÑ OZ{PZ ãÑ O{P folgt genauso
f “ rO{P : O{ps “ rO{P : OZ{PZ s rOZ{PZ : O{ps “ f 1f2.

Für die Zerlegung PZO “ Pe1 erhält man zudem aus der fundamentalsten Gleichung
e1e2f 1f2 “ ef “ rL : ZPs “ e1f 1. Da e1 ď e und f 1 ď f2, folgt also e1 “ e, f 1 “ f 1, e2 “ 1 und
f2 “ 1. �

Satz 10.8. pO{Pq | pO{pq ist normal.

Beweis. Man betrachte ein beliebiges Element θP P O{P. Seien f P Krxs und ḡ P pO{pq rXs
die Minimalpolynome von θ und θP. Sei f̄ das Bild unter dem Reduktionshomomorphismus
KrXs Ñ pO{pq rXs, so folgt f̄pθPq “ 0, was ḡ|f̄ impliziert. Da L|K normal ist, zerfällt f in KrXs
in Linearfaktoren, unter dem Reduktionshomomorphismus zerfällt f̄ in pO{pq rXs somit auch in
Linearfaktoren, und damit ebenfalls ḡ. Somit ist pO{Pq | pO{pq normal. �

Satz 10.9. Φ : GP � AutpO{pq pO{Pq , σ ÞÑ paP ÞÑ σaPq definiert einen surjektiven Homomor-
phismus.
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Beweis. Da σO “ O und σP “ P ist Φ ein wohldefinierter Homomorphismus.
Aus Satz 7 wissen wir rOZ{PZ : O{ps “ 1, die Inklusion O{p ãÑ OZ{PZ ist folglich ein Isomorphis-
mus, demnach genügt es O.B.d.A. den Fall p “ PZ und K “ ZP zu betrachten. Daraus ergibt sich

entsprechend O “ OZ und G “ GP. Sei nun K̃ der eindeutige Zwischenkörper von pO{Pq | pO{pq,
sodass K̃| pO{pq seperabel und pO{Pq |K̃ rein inseperabel ist, das heißt

K̃ “ ta P O{P|a ist seperabel über O{pu. Dann ist K̃| pO{pq eine endliche galoissche Körpererweiterung

mit Galoisgruppe G̃. Da pO{Pq |K̃ rein inseperabel ist, ist AutK̃ pO{Pq “
 

idO{P
(

, folglich ist die

Einschränkung auf K̃ ein Isomorphismus zwischen AutpO{pq pO{Pq und G̃, wir können folglich

AutpO{pq pO{Pq durch G̃ identifizieren.

Nach dem Satz des primitiven Elements kann man ein ã wählen, sodass K̃ “ pO{pq pãq. Sei a P L,
sodass aP “ ã. Seien nun f P Krxs und ḡ P pO{pq rXs die Minimalpolynome von a und ã und f̄

das Bild von f in O{p. Sei σ̃ P G̃ beliebig, dann ist ḡpσ̃ãq “ f̄pσ̃ãq “ 0. Da f in Linearfaktoren
zerfällt, existiert a1 P L, sodass a1P “ σ̃ã und fpa1q “ 0. Insbesondere existiert also σ P G, sodass
σa “ a1. Da durch das Bild des primitiven Elementes ein Automorphismus eindeutig definiert ist,
ist mit Φpσqpãq “ σaP “ a1P “ σ̃ã folglich Φpσq “ σ̃, also ist Φ surjektiv. �

Definition 10.10. Wir nennen den Kern von Φ auch die Trägheitsgruppe von P über K und
bezeichnen ihn mit IP. Der Trägheitskörper TP ist dann entsprechend definiert als der Fixkörper
von IP in L.

Korollar 10.11. Die Erweiterung TP|ZP ist wieder galoissch, und es ist GpTP|ZPq – AutpO{pq pO{Pq
und GpL|TPq “ IP.

Beweis. Als Kern eines Homomorphismus ist IP ein Normalteiler von GP, insbesondere folgt aus
dem Hauptsatz der Galoistheorie, dass TP|ZP normal ist. GpTP|ZPq – AutpO{pq pO{Pq folgt dann
entsprechend aus dem Isomorphiesatz, GpL|TPq “ IP folgt aus der Definition von TP. �

Satz 10.12. Wir nehmen zudem an, dass pO{Pq | pO{pq ebenfalls galoissch ist, so gilt |IP| “ e
und rGP : IPs “ f .
Betrachte man den Körperturm K|ZP|TP|L, und sei dann wieder mit PT das unter P liegende
Primideal von TP bezeichnet, so hat P über PT den Verzweigungsindex e und Trägheitsgrad 1, PT

hat über PZ den Verzweigungsindex 1 und Trägheitsgrad f .

Beweis. Falls pO{Pq | pO{pq galoissch ist, ist die Körpererweiterung insbesondere seperabel, so ist
insbesondere rGP : IPs “ |GpTP|ZPq| “ |GpO{P|O{pq| “ rO{P : O{ps “ f . Da |GP| “ ef , folgt
|IP| “ e.
Sei OT der ganzer Abschluss von O in TP. Per Definition wird IP durch Φ auf das neutrale Element
abgebildet, was insbesondere auch für den entsprechenden Homomorphismus
IP Ñ AutpOT {PT q pO{Pq gilt. Nach Satz 9 ist dieser Homomorphismus surjektiv, folglich ist
rO{P : OT {PT s “ 1. Da IP eine Untergruppe von GP ist, lässt IP ebenfalls P invariant, somit ist
PT unzerlegt in L, somit folgt aus der fundamentalsten Gleichung, dass der Verzweigungsindex e
ist.
Da f “ rO{P : O{ps “ rO{P : OT {PT s rOT {PT : OZ{PZ s, folgt dass PT über PZ Trägheitsgrad
f hat. Entsprechend folgt wieder aus Unzerlegtheit, dass der Verzweigungsindex 1 ist. �

10.2. Der Lokale Frobenius.

Beispiel 10.13. Wir betrachten den Fall O “ Z, folglich K “ Q und zusätzlich eine endliche Galois
Erweiterung L|Q. Sei P ein unverzweigtes Primideal in ZL über ein Primideal ppq. Dann existiert
genau ein σ P GpL|Qq, sodass für alle a P ZL gilt, dass σpaq ” ap mod P. Dieser Automorphismus
wird auch der lokale Frobenius zum Primideal P über ppq genannt.

Beweis. Man bemerke, dass ZL{P|Z{ppq eine endliche Körpererweiterung der Charakteristik p ist.
Insbesondere ist die Erweiterung zyklisch mit GpZL{P|Z{ppqq “ xF y, wobei
F : ZL{PÑ ZL{P, x ÞÑ xp der Frobeniusendomorphismus ist.
Da insbesondere ZL{P|Z{ppq galoissch ist, und da P unverzweigt ist, folgt aus Satz 12, dass IP “ 1,
somit ist der Homomorphismus Φ : GP Ñ GpZL{P|Z{ppqq aus Satz 9 ein Isomorphismus. Folglich
gibt es genau ein σ :“ Φ´1pF q P GP, sodass für alle a P ZL gilt, dass σa ” ap mod P.
Da jedes Element aus GpL|Qq, welches diese Eigenschaft hat insbesondere P invariant lässt, liegt
dieses ebenfalls in GP, folglich ist dieses σ in ganz GpL|Qq eindeutig. �
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Bemerkung 10.14. Falls GpL|Qq abelsch ist, so ist dieser Automorphismus unabhängig von der

Wahl von P. Dann schreibe man für den lokalen Frobenius auch
`L{Q
p

˘

.

Beweis. Seien P und P1 zwei verschiedene Primideale über ppq, und seien entsprechend σ und σ1

ihre lokalen Frobeniusabbildungen. Nach Satz 3 können wir ein τ P GpL|Qq wählen, sodass
τP “ P1. Sei a P ZL beliebig, dann ist
`

τ ˝ σ ˝ τ´1
˘

paP1q “ τ
`

σ
`

τ´1 paqP
˘˘

“ τ
``

τ´1 paq
˘p

P
˘

“ apP1, aus der Eindeutigkeit folgt

somit τ ˝ σ ˝ τ´1 “ σ1. Im Fall einer abelschen Erweiterung folgt schließlich σ “ σ1. �

Lemma 10.15. Sei das Primideal P in L über ppq unverzweigt. Dann ist der lokale Frobenius der
triviale Automorphismus genau dann, wenn ppq total zerlegt ist.

Beweis. Aus der Konstruktion des lokalen Frobenius folgt, dass dieser nur dann trivial sein kann,
falls F in GpZL{P|Z{ppqq “ xF y trivial ist, was gleichbedeutend ist mit f “ 1, das heißt ppq ist
total zerlegt, ist. �

Lemma 10.16. Für quadratfreies a und einer ungeraden zur a teilerfremden Primzahl p ist
`

a
p

˘

“ 1

genau dann, wenn ppq total zerlegt in Qp
?
aq ist.

Beweis. Es ist
`

a
p

˘

“ 1 per Definition genau dann, wenn ein α P Z existiert, sodass für die Polynome

gilt x2´a ” px´αqpx`αq mod ppq. Jetzt ist x2´a das Minimalpolynom von
?
a, und da q und a

teilerfremd sind, zerfällt dieses also in unterschiedliche Linearfaktoren, nach dem Zerlegungsgesetz
aus Vorlesung 4 folgt demnach, dass ppq totalzerlegt in Qp

?
aq ist.

Ist hingegen
`

a
p

˘

“ ´1, so ist x2 ´ a irreduzibel modp, insbesondere erhielte man f “ 2, ppq wäre

dann nicht total zerlegt in Qp
?
aq. �

Beispiel 10.17. Hiermit erhalten wir einen alternativen Beweis für das quadratische Rezipro-

zitätsgesetz
`

q
p

˘`

p
q

˘

“ p´1q
p´1
2

q´1
2 für zwei verschiedene ungerade Primzahlen p und q.

Beweis. Sei q‹ :“ p´1q
q´1
2 q. Nach der 2. Vorlesung folgt aus der

Multiplikativität
`

q‹

p

˘

“
`

p´1q
q´1
2

q

˘`

q
p

˘

“ p´1q
p´1
2

q´1
2

`

q
p

˘

. Es genügt folglich
`

q‹

p

˘

“
`

p
q

˘

zu zeigen.

Man betrachte hierfür den Körperturm Qpζqq|Qp
?
q‹q|Q für eine qte primitive Einheitswurzel. Da

GpQpζqq|Qq – pZ{qZqˆ, ist die Erweiterung abelsch, zudem ist, da p und q verschiedene Primzah-
len sind, p unverzweigt in Qpζqq, folglich auch in Qp

?
q‹q.

Seien P und P1 “ P X Qp
?
q‹q Primideale von Qpζqq bzw. Qp

?
q‹q über ppq. Man bemerke, dass

Qp
?
q‹q|Q normal ist. Da zudem für alle a P ZQp

?
q‹q gilt, dass

`Qpζqq{Q
p

˘

|Qp
?
q‹qpaq ´ a

p P PXQp
?
q‹q “ P1, ist

`Qpζqq{Q
p

˘

|Qp
?
q‹q “

`Qp
?
q‹q{Q
p

˘

.

Da Qp
?
q‹q|Q normal ist, erhält man nach dem Hauptsatz der Galoistheorie durch die Einschränkung

einen Isomorphismus GpQpζqq|Qq{GpQpζqq|Qp
?
q‹qq Ñ GpQp

?
q‹q|Qq, beziehungsweise somit einen

surjektiven Homomorphismus GpQpζqq|Qq � GpQp
?
q‹q|Qq, σ ÞÑ σQp

?
q‹q. Da GpQpζqq|Qq und

GpQp
?
q‹q|Qq zyklisch sind, ist solch ein Homomorphismus eindeutig. Wir identifizierenGpQpζqq|Qq

durch pZ{qZqˆ und GpQp
?
q‹q|Qq durch t1,´1u. Aus Vorlesung 2 folgt, dass dieser Homomorphis-

mus dann eindeutigerweise durch a ÞÑ
`

a
q

˘

” a
q´1
2 mod q definiert ist.

Sei σ P GpQpζqq|Qq definiert durch ζq ÞÑ ζpq . Da p P P, folgt für alle a P ZQpζqq somit

σpaq ” ap mod P, folglich aus Eindeutigkeit
`Qpζqq{Q

p

˘

“ σ. Unter der obigen Identifikation ist die

Einschränkung auf Qp
?
q‹q gegeben als

`Qpζqq{Q
p

˘

|Qp
?
q‹q “

`Qp
?
q‹q{Q
p

˘

“
`

p
q

˘

.

Aus Lemma 15 und 16 folgt entsprechend
`Qp

?
q‹q{Q
p

˘

“
`

q‹

p

˘

, folglich haben wir
`

q‹

p

˘

“
`

p
q

˘

ge-

zeigt. �

11. Geometrie der Zahlen und Endlichkeit der Klassenzahl

Marcel Pirron, pirronm@student.ethz.ch

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die definierte Klassengruppe ClK für einen Zahlkörper
K stets endlich ist und skizzieren den Dirichletschen Einheitensatz, um die Einheiten von OK

näher zu bestimmen. Unsere Untersuchungen werden uns über die Geometrie der Zahlen führen,
eine auf Hermann Minkowski zurückgehende Theorie, in der die Elemente der Zahlkörper als
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Punkte in einem Vektorraum angesehen werden. Diese Betrachtungsweise haben wir bereits bei
den Gaussschen Zahlen gesehen, wobei wir die Inklusion Zris Ď C ausnutzten und Zris als Gitter
in der komplexen Ebene interpretiert haben.

11.1. Gitter. Die Protagonisten dieses Abschnittes werden die Gitter sein. Sie stellen eine Verall-
gemeinerung der eben angesprochenen Idee dar.

Definition 11.1. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und seien v1, . . . , vm P V linear un-
abhängig. Das Gitter in V zur Basis pv1, . . . , vmq ist die Menge

Γ “ Zv1 ` ¨ ¨ ¨ ` Zvm.

Ferner nennen wir die Menge

Φ “

#

m
ÿ

i“1

xivi | xi P RX r0, 1q

+

eine Grundmasche des Gitters. Ein Gitter heisst vollständig, wenn m “ n ist.

Bemerkung 11.2. In einem vollständigen Gitter überdecken die Verschiebungen Φ ` γ, γ P Γ den
gesamten Raum V .

Diese Definition liefert eine klare geometrische Charakterisierung der Gitter. Es ist klar, dass
beispielsweise Zris ein Gitter ist. Jeder Untervektorraum enthält generell eine Vielzahl von Gittern.
Man erhält diese, wenn man eine Basis wählt und nur Linearkombinationen mit ganzzahligen Koef-
fizienten betrachtet. Diese erste Definition bezieht sich also noch auf die Wahl linear unabhängiger
Vektoren. Wir erstreben nun eine äquivalente Definition, die frei von einer solchen Wahl ist. Dazu
bemerken wir zunächst, dass ein Gitter eine endlich erzeugte Untergruppe von V ist. Mit der end-
lich erzeugten Untergruppe Z`Z

?
2 Ď R ist aber auch schnell ein Beispiel gefunden, welches zeigt,

dass diese Eigenschaft die Gitter noch nicht eindeutig charakterisieren kann. Die Hinzunahme einer
weiteren Eigenschaft stellt sich jedoch als ausreichend heraus.

Satz 11.3. Eine Untergruppe Γ Ď V ist genau dann ein Gitter, wenn sie diskret ist.

Beweis. Es ist klar, dass ein Gitter eine diskrete Untergruppe ist. Sei also nun Γ eine diskrete
Untergruppe von V und V0 :“ xΓy der von Γ erzeugte Unterraum. Dann können wir eine Basis von
V0 aus Vektoren u1, . . . , um P Γ bilden und das vollständige Gitter

Γ0 “ Zu1 ` ¨ ¨ ¨ ` Zum Ď Γ

von V0 betrachten. Falls der Index q :“ rΓ : Γ0s endlich ist, so ist qΓ Ď Γ0 und

Γ Ď
1

q
Γ0 “ Z

ˆ

1

q
u1

˙

` ¨ ¨ ¨ ` Z
ˆ

1

q
um

˙

.

Aus dem Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen folgt nun unmittelbar, dass Vektoren
v1, . . . , vr mit r ď m existieren, so dass Γ “ Zv1 ` ¨ ¨ ¨ ` Zvr. Da v1, . . . , vr den m-dimensionalen
Vektorraum V0 aufspannen, sind diese linear unabhängig und es folgt, dass Γ ein Gitter ist.

Es verbleibt q ă 8 zu zeigen. Hierzu wählen wir einen Repräsentanten γi P Γ zu jeder Neben-
klasse in Γ{Γ0. Da Γ0 vollständig in V0 ist, überdecken die Verschiebungen der Grundmasche Φ0

den ganzen Raum V0. Für jedes γi finden wir also ein µi P Φ0 und γ0i P Γ0, so dass γi “ µi ` γ0i.
Die µi “ γi ´ γ0i P Γ bilden eine diskrete Teilmenge der Gruppe Γ und liegen in der beschränkten
Menge Φ0, womit ihre Anzahl endlich sein muss. Damit ist auch die Anzahl der Nebenklassen
begrenzt. �

Bemerkung 11.4. Nebenbei haben wir auch gezeigt, dass die 0 ein Häufungspunkt von Z ` Z
?

2
ist. Dies folgt auch aus dem Dirichlet Lemma, welches bei der Pell Gleichung besprochen wurde.

Uns geht es nun darum, den Minkowskischen Gitterpunktsatz zu beweisen. Dieser wird für
unsere Anwendungen in der Zahlentheorie von grosser Bedeutung sein. Dafür setzen wir von hier
an vorraus, dass V ein euklidischer Vektorraum ist. Insbesondere soll dimpV q :“ n ă 8 sein
und es soll ein Skalarprodukt auf V geben. So können wir auf V einen Volumenbegriff wie folgt
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definieren: Ist Q ein Würfel, der von einer Orthonormalbasis e1, . . . , en aufgespannt wird, so setzen
wir volpQq :“ 1. Für n linear unabhängige Vektoren v1, . . . , vn erhält das Parallelpiped

Φ “

#

n
ÿ

i“1

xivi | xi P RX r0, 1q

+

im Anschluss das Volumen volpΦq :“ |detpAq|, wobei A die Übergangsmatrix von der Basis
e1, . . . , en zu v1, . . . , vn ist. Φ ist auch als Grundmasche des Gitters Γ zur Basis v1, . . . , vn an-
zusehen und wir definieren

volpΓq :“ volpΦq.

Bemerkung 11.5. Das Gittervolumen ist basisunabhängig, da die Basiswechselmatrix zwischen zwei
Gitterbasen ganzzahlige Koeffizenten hat und invertierbar ist. Somit hat sie Determinante ˘1 und
lässt das Volumen unverändert.

Wir errinern letzlich noch an zwei Definitionen, ehe wir endlich den Gitterpunktsatz formulieren
können. Eine Teilmenge X Ď V heisst zentralsymmetrisch, falls für alle x P X auch ´x P X ist
und sie heisst konvex, wenn sie für alle Punkte x, y P X auch die Strecke tty`p1´ tqx | 0 ď t ď 1u
enthält.

Satz 11.6. Sei Γ ein vollständiges Gitter in V und X eine zentralsymmetrische und konvexe
Teilmenge von V . Falls

volpXq ą 2nvolpΓq,

so enthält X mindestens einen von Null verschiedenen Gitterpunkt.

Beweis. Es ist ausreichend zu zeigen, dass zwei verschiedene Gitterpunkte γ1, γ2 P Γ existieren, so
dass

ˆ

1

2
X ` γ1

˙

X

ˆ

1

2
X ` γ2

˙

‰ H.

Dann lässt sich nämlich ein Punkt aus diesem Durchschnitt wählen

1

2
x1 ` γ1 “

1

2
x2 ` γ2, x1, x2 P X,

so dass der Gitterpunkt

γ “ γ1 ´ γ2 “
1

2
x2 ´

1

2
x1

nun gleichzeitig der Mittelpunkt der Strecke von x2 nach ´x1 und somit in X X Γ ist.
Wären nun die Mengen 1

2X ` γ, γ P Γ paarweise disjunkt, so wären auch die Durchschnitte mit

einer Grundmasche ΦX
`

1
2X ` γ

˘

disjunkt und es wäre

volpΦq ě
ÿ

γPΓ

vol

ˆ

ΦX

ˆ

1

2
X ` γ

˙˙

.

Durch Translation mit ´γ erhalten wir aus ΦX
`

1
2X ` γ

˘

die Menge pΦ´ γq X 1
2X von gleichem

Volumen. Da die Φ´γ, γ P Γ den ganzen Raum V , und insbesondere auch 1
2X überdecken, würden

wir im Gegensatz zur Vorraussetzung

volpΦq ě
ÿ

γPΓ

vol

ˆ

pΦ´ γq X
1

2
X

˙

“ vol

ˆ

1

2
X

˙

“
1

2n
volpXq

erhalten. �

11.2. Geometrie der Zahlen. Um den Bezug zur Zahlentheorie herzustellen, wollen wir in diesem
Abschnitt einem algebraischem Zahlkörper ein Gitter in einem geeigneten euklidischem Raum
zuweisen. Wir betrachten also einen algebraischen Zahlkörper K vom Grad n und setzen T :“
HompK,Cq für die Menge der Einbettungen von K in C. Ferner definieren wir noch die Abbildung

j : K Ñ KC :“
ź

τPT

C, a ÞÑ pτaqτPT .
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Es gibt insgesammt n Einbettungen, wovon r bereits reell sind ρ1, . . . , ρr : K Ñ R. Die anderen
nicht-reelen gruppieren sich zu s Paaren σ1, σ1, . . . , σs, σs : K Ñ C, so dass n “ r ` 2s.

Die komplexe Konjugation lässt sich nicht nur auf die Koordinaten von
ś

τPT C anwenden,
sondern liefert für jedes τ auch eine konjugierte Abbildung durch τz “ τz. Zusammengenommen
ergibt sich die Involution

F : KC Ñ KC, z “ pzτ qτPT ÞÑ pzτ qτPT .

Bemerkung 11.7. Für das Skalarprodukt auf KC gilt xFx, Fyy “ xx, yy.

Die unter F invarianten Punkte von KC bezeichnen wir mit KR. Dies sind genau die Punkte
pzτ q mit zτ “ zτ beziehungsweise zτ “ zτ . Aus τa “ τa mit a P K folgt somit F pjaq “ ja
und wir können j als eine Abbildung j : K Ñ KR ansehen. Zudem ergibt die Einschränkung des
Standardskalarprodukts von KC auf den R-Vektorraum KR ein reelles Skalarprodukt. Denn für
x, y P KR ist xx, yy P R, was aus Bemerkung 11.7 folgt, ausserdem folgen xx, yy “ xx, yy “ xy, xy
und xx, xy ą 0 aus den Eigenschaften des komplexen Skalarprodukts.

Eine konkrete Beschreibung von KR liefert nun der folgende

Satz 11.8. Wir erhalten einen Isomorphismus

f : KR Ñ
ź

τPT

R “ Rr`2s

durch die Zuordnung pzτ q ÞÑ pxτ q mit

xρ “ zρ, xσ “ Repzσq, xσ “ Impzσq.

Das eingeschränkte Standardskalarprodukt wird hierdurch in das folgende Skalarprodukt überführt

px, yq “
ÿ

τPT

ατxτyτ ,

wobei ατ gleich 1 ist, falls τ reell und gleich 2 ist, falls τ komplex ist.

Beweis. Aus der vorangegangenen Diskussion ergibt sich die explizite Beschreibung von

KR “ tpzτ qτPT P
ź

τPT

C | zρ P R, zσ “ zσu,

woraus unmittelbar die gewünschte Isomorphie folgt. Seien nun z “ pzτ qτPT “ pxτ ` iyτ q, z
1 “

pz1τ qτPT “ px
1
τ ` iy

1
τ q P KR. Dann ist zρz

1
ρ “ xρx

1
ρ und

zσz
1
σ ` zσz

1
σ “ zσz

1
σ ` zσz

1
σ “ 2Repzσz

1
σq “ 2pxσx

1
σ ` xσx

1
σq.

Die Anwendung des Isomorphismus’ liefert die Behauptung über Skalarprodukte. �

Bemerkung 11.9. Das kanonische Volumen wird durch das Skalarprodukt von KR auf Rr`2s

übertragen. Mit dem üblichen Lebesgue-Mass steht es in folgendem Zusammenhang

volkanonischpXq “ 2svolLebesguepfpXqq.

Wir können nun die Verbindung zu den Idealen schlagen.

Satz 11.10. Ist a ‰ 0 ein Ideal von OK , so ist Γ “ ja ein vollständiges Gitter in KR mit dem
Grundmaschenvolumen

volpΓq “
a

|dK |rOK : as

Da der Satz auf weiteren nicht behandelten Resultaten aufbaut, geben wir hierzu keinen Beweis
an. Dieser findet sich aber in [4, 1.5]. Zusammen mit dem Minkowskischen Gitterpunktsatz ergibt
sich nun dennoch das folgende wichtige Resultat.

Theorem 11.11. Sei a ‰ 0 ein ganzes Ideal von K, und seien cτ ą 0 für alle τ P T reelle Zahlen
mit cτ “ cτ und

ź

τPT

cτ ą

ˆ

2

π

˙s
a

|dK |rOK : as.

Dann existiert ein a P a, a ‰ 0 mit

|τa| ă cτ

für alle τ P T .
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Beweis. Die Menge X “ tpzτ qτPT P KR | |zτ | ă cτu ist zentralsymmetrisch und konvex. Ihr
kanonisches Volumen ist das 2s-fache des Inhalts von

fpXq “ tpxτ qτPT P
ź

τPT

R | |xρ| ă cρ, x
2
σ ` x

2
σ ă c2σu.

Also

volpXq “ 2svolLebesguepfpXqq “ 2s
ź

ρ

p2cρq
ź

σ

pπc2σq “ 2r`sπs
ź

τPT

cτ .

Nach Vorraussetzung und mit dem vorrangegangenem Satz erhalten wir

volpXq ą 2r`sπs
ˆ

2

π

˙s
a

|dK |rOK : as “ 2nvolpΓq.

Es sind somit die Vorraussetzungen des Minkowskischen Gitterpunktsatz’ erfüllt. X enthält also
mindestens einen Gitterpunkt ja mit a ‰ 0, a P a. Die Aussage folgt nun aus der Definition von
X. �

11.3. Endlichkeit der Klassenzahl. Wir sind nun in der Lage zu zeigen, dass die Idealklassen-
gruppe ClK “ JK{PK für algebraische Zahlkörper K endlich ist. Wir nennen diese Ordnung im
übrigen die Klassenzahl hK :“ rJK : PKs. Auch rOK : as ist für Ideale a ‰ 0 endlich und somit
können wir die Absolutnorm von a

Npaq “ rOK : as

definieren.

Bemerkung 11.12. Ein Hauptideal pαq von OK hat Absolutnorm Nppαqq “ |NK|Qpαq|. Hiervon
leitet sich auch der Name der Absolutnorm ab.

Es ergibt sich der folgende

Satz 11.13. Ist a “ pν11 ¨ ¨ ¨ p
νr
r die Primzerlegung des Ideals a ‰ 0, so gilt

Npaq “ Npp1q
ν1 ¨ ¨ ¨Npprq

νr

Beweis. Nach dem chinesischen Restsatz ist

OK{a “ OK{p
ν1
1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘OK{p

νr
r .

Es reicht also aus, Primidealpotenzen pν zu betrachten. In

p Ě p2 Ě ¨ ¨ ¨ Ě pν

ist pi ‰ pi`1 wegen der Eindeutigkeit der Primzerlegung und jeder Quotient pi{pi`1 ist ein OK{p
Vektorraum der Dimension 1. Es ist also pi{pi`1 – OK p und somit

Nppνq “ rOK : pνs “ rOK : ps ¨ rp : p2s ¨ ¨ ¨ rpν´1 : pνs “ Nppqν

�

Wir erhalten dadruch die Multiplikativität der Absolutnorm

Npabq “ NpaqNpbq.

Diese lässt sich daher zu einem Homomorphismus auf allen gebrochenen Idealen a “
ś

p p
νp fort-

setzen

N : JK Ñ Rą0

Um die Endlichkeit der Klassenzahl zu beweisen, benötigen wir letztlich noch das folgende
Lemma. Im Anschluss gehen wir direkt zum Beweis über die Klassenzahl über.

Lemma 11.14. In jedem Ideal a ‰ 0 von OK gibt es ein a P a, a ‰ 0 mit

|NK|Qpaq| ď

ˆ

2

π

˙s
a

|dK |Npaq.
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Beweis. Für ε ą 0 wählen wir reelle Zahlen cτ ą 0 für alle τ P T , so dass cτ “ cτ und

ź

τPT

cτ “

ˆ

2

π

˙s
a

|dK |Npaq ` ε.

Aus Theorem 11.11 ergibt sich die Existenz eines Elements a P a, a ‰ 0 mit |τa| ă cτ , also

|NK|Qpaq| “
ź

τPT

|τa| ă

ˆ

2

π

˙s
a

|dK |Npaq ` ε.

Die linke Seite ist stets eine natürliche Zahl, woraus sich nun auch die Existenz eines a P a, a ‰ 0
mit

|NK|Qpaq| ď

ˆ

2

π

˙s
a

|dK |Npaq

ergibt. �

Theorem 11.15. Die Klassenzahl eines algebraischen Zahlkörpers ist endlich.

Beweis. Sei p ‰ 0 ein Primideal von OK und p X Z “ pZ, so ist OK{p eine endliche Erweiterung
von Z{pZ von Grad f ě 1 und es ist

Nppq “ pf .

Für ein ausgewähltes p gibt es nur endlich viele Primideale p mit pX Z “ pZ wegen p|ppq. Daher
gibt es nur endlich viele Primideale p mit Absolutnorm kleiner einer gegebenen Schranke. Da jedes
ganze Ideal a eindeutig in Primideale zerlegt werden kann und die Absolutnorm multiplikativ ist,
gibt es überhaupt nur endlich viele Ideale a mit beschränkter Absolutnorm Npaq ďM .

Es reicht daher aus, für jede Klasse ras P ClK ein ganzes Ideal a1 mit

Npa1q ďM :“

ˆ

2

π

˙s
a

|dK |

zu finden. Sei dazu a P ras beliebig und γ P OK , γ ‰ 0 mit b “ γa´1 Ď OK . Mit Lemma 11.14
erhalten wir ein α P b, α ‰ 0 mit

|NK|Qpαq| ¨Npbq
´1 “ Nppαqb´1q “ Npαb´1q ďM.

Demnach hat das Ideal a1 “ αb´1 “ αγ´1a P ras die gewünschte Eigenschaft. �

11.4. Der Dirichletsche Einheitensatz. Zuletzt stellen wir noch eine weitere Anwendung der
Gitter vor - den Dirichletschen Einheitensatz. Dieser erlaubt es, die Gruppe OˆK näher zu bestim-
men. Wir werden seinen Beweis allerdings nur skizzenhaft besprechen können. Eine vollständige
Behandlung findet sich in [4, 1.7].

Theorem 11.16. Die Einheitengruppe OˆK von OK ist das direkte Produkt der endlichen zykli-
schen Untergruppe der Einheitswurzeln µpKq von K und einer freien abelschen Gruppe vom Rang
r ` s´ 1.

Es gibt also Grundeinheiten ε1, . . . , εt, t “ r ` s ´ 1, so dass sich jede weitere Einheit ε als
ein Produkt

ε “ ζεν11 ¨ ¨ ¨ ε
νt
t

mit einer Einheitswurzel ζ schreiben lässt. Wir werden im folgenden den Beweis der Aussage
skizzieren.

Beweis. Wir nummerieren die Einbettungen, wobei wir diesmal aus jedem Paar komplexer Ein-
bettungen genau eine auswählen τ1, . . . , τr`s : K Ñ C. Zum Beweis studiert man die Abbildung

λ : Oˆ Ñ Rr`s, ε ÞÑ plog |τjε|
αj q1ďjďr`s,

wobei αj wieder gleich 1 oder 2 ist, je nachdem, ob τj reell oder komplex ist.
Nun zeigt man, dass für den Gruppenhomomorphismus λ gilt Kernpλq “ µpKq. Da ζ P µK

endliche Ordnung hat, wird ζ durch jede Einbettung auf eine Zahl vom Betrag 1 abgebildet und
liegt somit im Kern von λ. Falls andererseits ε P OˆK liegt, so ist |τjε| “ 1 für alle Einbettungen.
Der Kern von λ bildet also einen beschränkten Bereich in KR. Gleichzeitig ist jε ein Punkt des
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Gitters jOK . Daraus folgt, dass Kernpλq eine endliche Untergruppe von Kˆ ist und daher aus
lauter Einheitswurzeln besteht.

Als nächstes betrachtet man den t “ r ` s ´ 1-dimensionalen Unterraum H “ tx P Rr`s |
řr`s
j“1 xj “ 0u und zeigt, dass Γ “ λpOˆKq ein vollständiges Gitter in H, also isomorph zu Zr`s´1

ist. Man wählt dann eine Z-Basis v1, . . . , vt der freien abelschen Gruppe Γ. Seien ε1, . . . , εt P OˆK
Urbilder der jeweiligen vi. Dann wird die durch die εi erzeugte Untergruppe A durch λ isomorph
auf Γ abgebildet. Es gilt somit µpKq XA “ t1u und daher OˆK “ µpKq ˆA. �

12. Dirichlet L-Funktionen und Dichtigkeitssätze

Lara Imhof , imhofl@student.ethz.ch

In diesem Abschnitt betrachten wir die Riemannsche und Dedekindsche Zetafunktion anhand
einiger Beispiele. Dann führen wir die Begriffe des Dirichletschen-Charakter und der Dirichlet-
schen L-Funktion ein. Wir stellen fest, dass sich unter gewissen Voraussetzungen die Dedekindsche
Zetafunktion zu einem Produkt aus Dirichletschen L-Funktionen und der Riemannschen Zetafunk-
tion faktorisieren lässt. Danach überprüfen wir die Dirichletschte Klassenzahlformel anhand zweier
Beispiele. Abschliessend führen wir zwei Dichtigkeitsbegriffe ein, welche wir für den Dirichletschen
Primzahlsatz und den Chebotarev’s Dichtigkeitssatz benötigen. Dieses Kapitel gibt einen Überblick
über die oben genannten Themen. Diese werden in Anwendungen demonstriert, weswegen die mei-
sten Behauptungen in diesem Kapitel nicht bewiesen werden. Für jeden Beweis ist jeweils eine
Referenz angegeben, falls der Leser den Beweis nachschlagen möchte.
Wir folgen Algebraische Zahlentheorie von J. Neukirch [4] und Einführung in die algebraische
Zahlentheorie von A. Schmidt [5].

12.1. Die Riemannsche und Dedekindsche Zetafunktion. In diesem Unterkapitel führen
wir die Begriffe der Riemannschen Zetafunktion und der Dedekindschen Zetafunktion ein. Die
Zetafunktion eines Zahlkörpers ist eine analytische Funktion, in welcher viele der arithmetischen
Eigenschaften des Zahlkörpers enthalten sind. Die Zetafunktion ist auch von zentraler Bedeutung
im Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes 12.31, welcher besagt, dass eine arithmetische Folge
unendlich viele Primzahlen besitzt.

Wir beginnen mit dem Beweis der Konvergenz der Reihe (12.1).

Lemma 12.1. Falls s ą 1 reell, so konvergiert die Reihe

(12.1)
8
ÿ

n“1

1

ns
absolut.

Für den Beweis von Lemma 12.1 und Theorem 12.2 folgen wir der Argumentation in [5].

Beweis. Aus der Analysis wissen wir, dass

(12.2) 0 ă

ż 8

1

1

xs
dx ă

8
ÿ

n“1

1

ns
ă 1`

ż 8

1

1

xs
dx.

Aus dem Integralkriterium für Reihen folgt, dass die Reihe konvergiert genau dann, wenn das
Integral auf der rechten Seite existiert, beziehungsweise einen endlichen Wert besitzt. Da s ą 1 gilt
für N ě 2,

(12.3)

ż N

1

1

xs
dx “

N1´s ´ 1

1´ s
.

Für N Ñ8 strebt N1´s Ñ 0, da s ą 1. Daher gilt,

(12.4)
8
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

1

ns

ˇ

ˇ

ˇ
“

8
ÿ

n“1

1

ns
ă lim
NÑ8

ż N

1

1

xs
dx “ 1`

1

s´ 1
ă 8

und die Behauptung folgt. �

Aus dem obigen Lemma folgt folgendes Theorem über die Riemannsche Zetafunktion.
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Theorem 12.2. Sei s P C. Falls Repsq ą 1, so konvergiert die Reihe

(12.5) ζpsq “
8
ÿ

n“1

1

ns

absolut. Des Weiteren ist die Abbildung s ÞÑ ζpsq auf
 

s P C | Repsq ą 1
(

holomorph. Diese Ab-
bildung wird Riemannsche Zetafunktion genannt, benannt nach dem deutschen Mathematiker
BERNHARD RIEMANN.

Beweis. Sei δ ą 0 Für s P C mit Repsq ě 1` δ gilt

(12.6) |ns| “ | expps logpnqq| “ exppRepsq logpnqq “ nRepsq.

Somit können wir die Summe folgendermassen umschreiben

(12.7)
8
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

ns

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

8
ÿ

n“1

1

nRepsq
ď

8
ÿ

n“1

1

n1`δ
.

Da 1` δ ą 1 reell können wir Lemma 12.1 anwenden:

(12.8)
8
ÿ

n“1

1

n1`δ
ă 8.

Mittels Majorantenkriterium folgt die absolute Konvergenz von (12.5).

Sei α sodass Repsq ą α ą 1 beliebig. Definiere Dα “ s P C|Repsq ą α. Sei N P N, dann gilt

(12.9) sup
sPDα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“1

1

ns
´

N
ÿ

n“1

1

ns

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
sPDα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“N`1

1

ns

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
sPDα

8
ÿ

n“N`1

1

nα
“

8
ÿ

n“N`1

1

nα
Ñ 0

falls N Ñ8. Dies ergibt lokal gleichmässige Konvergenz. Mittels Weierstrasschem Konvergenzsatz
folgt, dass die Abbildung s ÞÑ ζpsq auf

 

s P C | Repsq ą 1
(

holomorph ist. �

Bemerkung 12.3. Für s “ 2 beschreibt die Riemannsche Zetafunktion das Basler Problem, benannt
nach den Basler Mathematikern LEONHARD EULER, den Brüdern JAKOB I und JOHANN I
BERNOULLI. Ferner gilt

(12.10) ζp2q “
8
ÿ

n“1

1

n2
“

π2

6
.

Wir können die Riemannsche Zetafunktion zu einer meromorphen Funktion auf einen grösseren
Definitionsbereich ausdehnen.

Theorem 12.4. Die Riemannsche Zetafunktion ist eindeutig zu einer holomorphen Funktion auf
Czt1u fortsetzbar, und sie besitzt einen einfachen Pol bei s “ 1 mit Residuum 1.

Für einen Beweis siehe Algebraische Zahlentheorie Kapitel VII.1.

Zusätzlich können wir die Riemannsche Zetafunktion als unendliches Produkt darstellen.

Theorem 12.5. (Euler-Identität). Für Repsq ą 1 gilt

(12.11) ζpsq “
ź

p ist Primzahl

1

1´ p´s
.

Für einen Beweis der Euler-Identität siehe Kapitel VII.1 in Algebraische Zahlentheorie [4].

Aus der Produktdarstellung (12.11) folgt, dass die Riemannsche Zetafunktion keine Nullstellen
für Repsq ą 1 besitzt. Wir nennen die Nullstellen von der Form ´2n für n P N die trivialen Null-
stellen der Riemannschen Zetafunktion. Da die trivialen Nullstellen negative Realteil haben, folgt,
dass die nicht trivialen Nullstellen sich im kritischen Streifen 0 ď Repsq ď 1 befinden. Die Rie-
mannsche Vermutung besagt, dass alle nichttrivialen Nullstellen von der Zetafunktion Realteil
1
2 besitzen. Die Riemannsche Vermutung ist für die Kryptologie von Bedeutung, beispielsweise im
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RSA-Verfahren. Die Vermutung wurde bis heute noch nicht bewiesen und ist eines der Millenium-
Probleme.

Als nächstes definieren wir die Dedekindsche Zetafunktion, welche eine Verallgemeinerung der
Riemannschen Zetafunktion ist, da wir sie auf jedem Zahlkörper K definieren können. Gilt K “ Q,
so erhalten wir die Riemannsche Zetafunktion.

Sei nun K ein Zahlkörper und s eine komplexe Zahl. Falls Repsq ą 1, so konvergiert die Reihe

(12.12) ζKpsq “
ÿ

aĂOK

1

Npaqs

absolut, wobei a ‰ 0 ein ganzes Ideal von OK ist. Hier ist N die Absolutnorm, welche definiert ist
als

(12.13) Npaq “ rOK : as

für Ideale a ‰ 0. Wir nennen die Abbildung s ÞÑ ζKpsq die Dedekindsche Zetafunktion, be-
nannt nach dem deutschen Mathematiker RICHARD DEDEKIND. Des Weiteren folgt aus der
eindeutigen Zerlegung in Primideale, Satz 13 vom Vortrag über die Geometrie der Zahlen, dass die
Dedekindsche Zetafunktion folgende Produktdarstellung besitzt:

(12.14) ζKpsq “
ź

pĂOK

1

1´Nppq´s
,

wobei das Produkt über alle Primideale p von OK geht.

Analog zur Riemannsche Zetafunktion können die Dedekindsche Zetafunktion zu einer mero-
morphen Funktion auf einen grösseren Definitionsbereich ausdehnen.

Theorem 12.6. Die Dedekindsche Zetafunktion ist eindeutig zu einer holomorphen Funktion auf
Czt1u fortsetzbar, und sie besitzt einen einfachen Pol bei s “ 1.

Für die Dedekindsche Zetafunktion besagt die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung,
dass alle Nullstesllen von ζKpsq, die im kritischen Streifen 0 ă Repsq ă 1 liegen, Realteil 1

2 haben.

Für ein Beispiel einer Dedekindschen Zetafunktion siehe Beispiel 12.25. Um dieses Beispiel
zu verstehen, müssen wir zuerst noch zwei Begriffe einführen: den Dirichlet-Charakter und die
Dirichletsche L-Funktion.

12.2. Dirichlet-Charaktere. In diesem Unterkapitel führen wir den Dirichlet-Charakter ein. Fer-
ner betrachten wir primitive Charaktere und den Führer eines Dirichlet-Charakters modulo n an-
hand einiger Beispiele.

Wir beginnen mit einer kurzen Repetition des Begriffes des Gruppenhomomorphismus.

Definition 12.7. Seien pG, ˝Gq, und pH, ˝Hq eine Gruppe. Dann nennen wir die Abbildung
f : G ÞÑ H einen Gruppenhomomorphismus, falls

(12.15) fpg1 ˝G g2q “ fpg1q ˝H fpg2q, @g1, g2 P G.

Wir beginnen mit den notwendigen Definitionen, die wir in den darauffolgenden Kapiteln brau-
chen werden.

Definition 12.8. Sei n P N. Ein Dirichlet-Charakter modulo n ist ein Gruppenhomomorphis-
mus

(12.16) χ : pZ{nZqˆ Ñ S1 “ tz P C | |z| “ 1u.

Der Dirichlet-Charakter ist benannt nach dem deutschen Mathematiker PETER GUSTAV LE-
JEUNE DIRICHLET, welcher dem Gebiet der Zahlentheorie und der Analysis sehr viel beigetragen
hat, wie zum Beispiel das bekannte Schubfachprinzip.

Wir bezeichnen mit dem trivialen Dirichlet-Charakter χ0 modulo n, den Charakter, der konstant
eins ist. Der triviale Charakter modulo 1 wird auch Hauptcharakter genannt.
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Definition 12.9. Wir sagen, dass ein Dirichlet-Charakter χ modulo n von einem Dirichlet-
Charaktern χ1 modulo m induziert wird, falls m ein Teiler von n ist und wir χ als Komposition
aus χ1 wie folgt schreiben können

(12.17) χ : pZ{nZqˆ Ñ pZ{mZqˆ χ1

Ñ S1.

Wir nennen einen Dirichlet-Charakter χ modulo n primitiv, falls kein m P N echter Teiler von n
existiert, sodass χ von einem Dirichlet-Charkater modulo m induziert wird.

Definition 12.10. Sei χ ein Dirichlet-Charakter modulo n. Wir nennen den kleinsten Teiler f
von n den Führer von χ, falls χ von einem Dirichlet-Charakter modulo f induziert wird.

Wir können also jeden Dirichlet-Charakter χ modulo n durch einen primitiven Charakter χ1

modulo f wie folgt induzieren:

(12.18) χ : pZ{nZqˆ Ñ pZ{fZqˆ χ1

Ñ S1.

Des weiteren, gilt, falls f “ n, dann ist χ primitiv.
Als nächstes geben wir einige Beispiele, um diese abstrakte Begriffe fassbarer zu machen und

zu festigen.

Beispiel 12.11. (1) Sei χ3p1̄q “ 1 und χ3p2̄q “ ´1. Dann definiert χ ein Dirichlet-Charakter
modulo 3. Da 3 keine echte Teiler hat, folgt, dass dieser Dirichlet-Charakter primitv ist,
und Führer f “ 3 besitzt.

(2) Sei χ4p1̄q “ 1 und χ4p3̄q “ ´1. Dann definiert χ4 ein Dirichlet-Charakter modulo 4. Der
Führer von χ4 ist 4, daher ist χ4 primitiv. Des Weiteren gilt χ2

4 “ χ0.

(3) Sei χ6p1̄q “ 1 und χ6p5̄q “ ´1. Dann definiert χ6 ein Dirichlet-Charakter modulo 6. Der
Führer von χ6 ist 3, daher ist χ nicht primitiv.

(4) Sei p eine ungerade Primzahl. Dann definiert χpāq “
´

ā
p

¯

ein Dirichlet-Charakter modulo

p, wobei

(12.19)

ˆ

a

p

˙

“

$

’

&

’

%

0 falls a ” 0 mod p

`1 falls a ” b2 mod p, wobei b P Z
´1 sonst

das Legendre-Symbol, welches im zweiten Vortrag definiert wurde. Aus der Definition des
Legendre-Symbols folgt, dass χ die Werte 0 und ˘1 annimmt, daher folgt, dass χpāq P S1

für alle ā P pZ{pZqˆ. Aus dem Korollar 2.5 zum Eulerschen Kriterium folgt, dass χ ein
Gruppenhomomorphismus ist, da für alle ā, b̄ P pZ{pZqˆ

(12.20) χpā ¨ b̄q “

ˆ

ā ¨ b̄

p

˙

“

ˆ

ā

p

˙

¨

ˆ

b̄

p

˙

“ χpāq ¨ χpb̄q.

Da p eine Primzahl, gilt f “ p und der Dirichlet-Charakter ist daher primitiv.

(5) Es gilt: Ein Dirichlet-Charakter besitzt Führer 1 genau dann wenn es der triviale Charakter
ist.

Wir definieren die Multiplikation

(12.21) χψ : pZ{nZqˆ Ñ S1, pχψqpm̄q “ χpm̄qψpm̄q

auf der Menge der Dirichlet-Charakter modulo n. Mit dieser Multiplikation und dem trivialen Cha-
rakter χ0 als neutrales Element bildet die Menge der Dirichlet-Charaktere modulo n eine abelsche
Gruppe.

Wir können eine Dirichlet-Charakter χ modulo n zu einer Funktion auf ganz Z ausweiten. Wir
definieren χ : ZÑ C durch

(12.22) χpmq “

#

χpm mod nq ggTpn, mq “ 1

0 ggTpn, mq ‰ 1.
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Eine weitere Variante wäre χ zunächst als Funktion auf pZ{fZqˆ aufzufassen und χpmq “ 0 zu
setzen für jedes m P Z für das gilt ggTpm, fq ‰ 1.

Den Dirichlet-Charakter, den wir in Beispiel 12.11 (4) gesehen haben, werden wir nun wie oben
beschrieben auf ganz Z ausweiten.

Beispiel 12.12. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann definiert χpāq “
´

ā
p

¯

ein Dirichlet-Charakter

modulo p. Diesen können wir wie oben beschrieben zu χ : ZÑ C erweitern

(12.23) χpaq “

#

χpa mod pq ggTpp, aq “ 1

0 ggTpp, aq ‰ 1
“

ˆ

a

p

˙

Das Legendre-Symbol definiert also einen Dirichlet-Charakter auf ganz Z.

Wir können das Legendre-Symbol mittels Dirichlet-Charakter modulo n für n P N ungerade
zum Jacobi-Symbol wie folgt verallgemeinern:

(12.24)
´a

n

¯

“

#

χpa mod nq ggTpn, aq “ 1

0 ggTpn, aq ‰ 1.

Dies können wir noch weiter für n P Z gerade verallgemeinern, indem wir

(12.25)
´a

2

¯

“

$

’

&

’

%

´1 falls a ” 3, 5 mod 8

0 falls a ” 1, 7 mod 8

1 falls a ” 0 mod 2,

(12.26)

ˆ

a

´1

˙

“

#

´1 falls a ă 0

1 falls a ě 0

und

(12.27)
´a

0

¯

“

#

1 falls a “ ˘1

0 sonst

setzen. Alle anderen Werte ergeben sich durch folgende Rechenregel:

(12.28)

ˆ

a ¨ b

c ¨ d

˙

“

ˆ

a

c

˙

¨

ˆ

b

c

˙

¨

ˆ

a

d

˙

¨

ˆ

b

d

˙

.

Wir nennen dies das Kronecker-Symbol.

Sei a eine quadratfreie Zahl in Zzt0, 1u. Quadratfrei bedeutet, dass in der Primfaktorzerlegung
von a jede Primzahl höchstens einmal auftritt. Für einen quadratischen Zahlkörper Qp

?
aq ist

der Dirichlet-Charakter von der Form
`

d
¨

˘

, wobei d die Diskriminante ist. Die Diskriminante ist
gegeben durch

(12.29) d “

#

a falls a ” 1 mod 4

4a falls a ” 2 oder 3 mod 4.

Beispiel 12.13. Sei a “ ´1 und Qp
?
aq “ Qpiq ein quadratischer Zahlkörper. Da a ” 3 mod 4 ist

die Diskriminante d “ 4a “ ´4. Es gilt: χ4pnq “
`

´4
n

˘

.

12.3. Dirichlet L-Funktionen. In diesem Unterkapitel wird die Dirichletsche L-Reihe und die
Dirichletsche L-Funktion eingeführt. Die Begriffe werden mittels einiger Beispiele erläutert. Des
Weiteren finden wir die Darstellung der Dedekindschen Zetafunktion für den Körper K “ Qpξnq,
wobei ξn die n-te Einheitzwurzel ist, in Abhängigkeit der L-Funktionen. Zudem wird in diesem
Abschnitt eine Darstellung der Dedekindschen Zetafunktion eines quadratischen Zahlkörpers in
Abhängigkeit der Dirichletschen L-Funktion präsentiert. Wir werden die Korrektheit dieser Dar-
stellung anhand des Beispiels Qpiq und Qp

?
´3q zeigen. Anschliessend überprüfen wir die Dirich-

letschte Klassenzahlformel für Qpiq und Qp
?
´3q.

Wir können für einen Dirichlet-Charakter auf den ganzen Zahlen folgende Reihe bilden.
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Definition 12.14. Die Dirichletsche L-Reihe ist definiert durch

(12.30) L ps, χq “
8
ÿ

n“1

χpnq

ns
,

wobei χ : Z Ñ C ein Dirichlet-Charakter. Falls Repsq ą 1 konvergiert die Dirichletsche L-Reihe
absolut, da |χpnq| ď 1. Wir nennen diese holomorphe Funktion die Dirichletsche L-Funktion
zu χ.

Bemerkung 12.15. Für den Hauptcharakter gilt

(12.31) Lps, εq “
8
ÿ

n“1

εpnq

ns
“

8
ÿ

n“1

1

ns
“ ζpsq,

wobei ζ die Riemannsche Zetafunktion.

Wie die Zetafunktion können wir die Dirichletsche L-Reihe als unendliches Produkt darstellen.

Theorem 12.16. (Euler-Identität) Sei χ : ZÑ C ein Dirichlet-Charakter. Sei s P C und δ ą 0.
Falls Repsq ě 1`δ, so konvergiert die Reihe Lps, χq absolut und gleichmässig. Des Weiteren ist die
Abbildung s ÞÑ Lps, χq auf

 

s P C | Repsq ą 1
(

holomorph. Es gilt folgende Produktdarstellung:

(12.32) Lps, χq “
ź

p ist Primzahl

1

1´ χppqp´s
.

Bemerkung 12.17. Für den Hauptcharakter erhalten wir diesselbe Produktdarstellung wie für die
Riemannsche Zetafunktion in Theorem 12.5:
(12.33)

Lps, εq “
ź

p ist Primzahl

1

1´ εppqp´s
“

ź

p ist Primzahl

1

1´ 1 ¨ p´s
“

ź

p ist Primzahl

1

1´ p´s
“ ζpsq.

Als nächstes betrachten wir drei Beispiele von Dirichlet L-Reihen.

Beispiel 12.18. (1) Für den trivialen Charakter χ0 modulo n gilt

Lps, χ0q “
ź

p ist Primzahl

1

1´ χ0ppqp´s
“

ź

ggTpp,nq“1
p ist Primzahl

1

1´ p´s

“
ź

p|n
p ist Primzahl

p1´ p´sq ¨
ź

p ist Primzahl

1

1´ p´s

“
ź

p|n
p ist Primzahl

p1´ p´sq ζpsq.

(12.34)

(2) Wähle s “ 1. Der einzige nichttriviale Charakter modulo 4 ist der Charakter χ4 “
`

´4
n

˘

.
Wir erhalten folgende Dirichletsche L-Reihe

(12.35) Lp1, χ4q “

8
ÿ

n“1

χ4pnq

n1
“

8
ÿ

n“1

`

´4
n

˘

n
“

ÿ

n”1 mod 2

p´1q
n´1
2

n
“ 1´

1

3
`

1

5
´

1

7
˘ ... .

Der Arkustangens hat folgende Reihendarstellung für ein x mit |x| ď 1 und x ‰ ˘i:

(12.36) arctanpxq “
8
ÿ

k“1

p´1qk
x2k`1

2k ` 1
“ x´

x3

3
`
x5

5
´
x7

7
˘ ... .

Setze x “ 1, dann gilt

(12.37) Lp1, χ4q “ arctanp1q “
π

4
.

(3) Wähle s “ 1. Der einzige nichttriviale Charakter modulo 6 ist der Charakter χ6 aus Beispiel
12.11. Wir erhalten folgende Dirichletsche L-Reihe

(12.38) Lp1, χ6q “

8
ÿ

n“1

χ6pnq

n1
“ 1`

8
ÿ

n“1

ˆ

´1

6n´ 1
`

1

6n` 1

˙

“ 1`
1

6

8
ÿ

n“1

ˆ

1
1
6 ´ n

`
1

1
6 ` n

˙

.
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Der Kotangens hat folgende Partialbruchzerlegung für ein x P CzZ:

(12.39) π cotpπxq “
1

x
`

8
ÿ

k“1

ˆ

1

x` k
`

1

x´ k

˙

Setze x “ 1
6 , dann gilt

(12.40) Lp1, χ6q “ 1`
1

6

´

π cot
´π

6

¯

´ 6
¯

“
π
?

3

6
,

wobei wir ausgenutzt haben, dass cot
`

π
6

˘

“
?

3.

Das nächste Theorem besagt, wie wir die Dedekindsche Zetafunktion des Körpers K “ Qpξnq,
wobei ξn eine n-te Einheitswurzel ist, faktorisieren können.

Theorem 12.19. Sei ξn eine n-te Einheitswurzel. Sei K “ Qpξnq, dann gilt für s P C

(12.41) ζKpsq “ Gpsq
ź

χ

Lps, χq,

wobei das Produkt über alle Dirichlet-Charaktere χ modulo n geht und Gpsq gegeben ist durch

(12.42) Gpsq “
ź

p|n
p ist Primzahl

1

1´Nppq´s
.

Für einen Beweis von Theorem 12.19 siehe Kapitel VII.5 in Algebraische Zahlentheorie [4].

Bemerkung 12.20. Für den trivialen Charakter χ0 modulo n gilt wegen dem Beispiel 12.18 (1),
dass Lps, χ0q “

ś

p|n
p ist Primzahl

p1´ p´sq ζpsq. Mittels obigem Satz folgt, dass

ζKpsq “ Gpsq
ź

χ

Lps, χq “ Gpsq Lps, χ0q
ź

χ‰χ0

Lps, χq

“ Gpsq
ź

p|n
p ist Primzahl

p1´ p´sq ζpsq
ź

χ‰χ0

Lps, χq,
(12.43)

wobei das Produkt über alle Dirichlet-Charaktere χ modulo n geht, welche nicht der triviale Cha-
rakter sind.

Auch für einen quadratischen Zahlkörper können wir die Dedekindsche Zetafunktion wie im
folgenden Theorem in Abhängigkeit der Dirichletschen L-Funktionen faktorisieren.

Theorem 12.21. Sei K “ Qp
?
dq ein quadratischer Zahlkörper, dann ist die Dedekindsche Zeta-

funktion von der Form

(12.44) ζKpsq “ ζpsqLps, χq,

wobei der Dirichlet-Character χ von der Form χpnq “
`

d
n

˘

ist.

Als nächstes präsentieren wir die Klassenzahlformel, welche, wie der Name bereits sagt, benutzt
werden kann, um die Klassenzahl eines Zahlkörpers K zu berechnen. Die Formel verwendet die
Tatsache, dass die Dedekindsche Zetafunktion einen einfachen Pol bei Eins hat und wir somit an
dieser Stelle das Residuum berechnen können.

Theorem 12.22. (Klassenzahlformel) Die Dedekindsche Zetafunktion hat einen einfachen Pol
bei s “ 1 mit Residuum

(12.45) Res
s“1

ζKpsq “
2rp2πqs

w
a

|d|
hR,

wobei h die Klassenzahl, d die Diskriminante, w die Anzahl Einheitswurzeln, R der Dirichletsche
Regulator, r und 2s die Anzahl der reellen und komplexen Einbettungen des Zahlkörpers K.

Das nächste Theorem ist ein Spezialfall der Klassenzahlformel für quadratische Körper.
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Theorem 12.23. (Dirichletsche Klassenzahlformel) SeiK “ Qp
?
dq eine quadratische Zahlkörper,

dann gilt

(12.46) h “

#

w
?
|d|

2π Lp1, χq falls d ă 0
?
d

ln εLp1, χq falls d ą 0,

wobei h die Klasenzahl, w die Anzahl Einheitswurzeln und ε gegeben ist durch

(12.47) ε “
1

2
pt` u

?
dq.

Hier sind t, u die Fundamentaleinheit der Pell Gleichung.

Bemerkung 12.24. Der Körper K hat Klassenzahl h “ 1 genau dann, wenn OK ein Haupitdeal ist.
Des Weiteren existieren nur neun imaginär-quadratische Zahlkörper Qp

?
dq die Klassenzahl h “ 1

besitzen. Diese neun Werte sind:

(12.48) d “ ´1,´2,´3,´7,´11,´19,´43,´67,´163.

Es wird vermutet, dass unendlich viele reell-quadratischen Zahlkörper Qp
?
dq die Klassenzahl h “ 1

besitzen.

Wir betrachten nun zwei Beispiele einer Dedekindschen Zetafunktion und überprüfen damit die
Korrektheit der Dirichletschen Klassenzahlformel.

Beispiel 12.25. (1) Sei K “ Qpiq. Dann gilt, OK “ Zris und die Dedekindsche Zetafunktion
sieht folgendermassen aus:

(12.49) ζQpiqpsq “
ÿ

aĂZris

1

Npaqs
“

ź

pĂZris

1

1´Nppq´s
.

Vom Theorem 1.32 aus dem ersten Vortrag wissen wir, dass wir bis auf Assoziiertheit
folgende Primideale in Zris haben:

‚ 1` i, wobei Np1` iq “ 12 ` 12 “ 2.
‚ a ` ib, wobei a ą |b| ą 0, a2 ` b2 “ p P Z eine Primzahl mit p ” 1 mod 4, und
Npa` ibq “ a2 ` b2 “ p.

‚ p, wobei p P Z Primzahl mit p ” 3 mod 4 und Nppq “ p2.
Somit gilt

ζQpiqpsq “
`

1´ 2´s
˘´1

¨
ź

pPZ Primzahl
p”3 mod 4

`

1´ pp2q´s
˘´1

¨
ź

pPZ Primzahl
p”1 mod 4

`

1´ p´s
˘´2

“
`

1´ 2´s
˘´1

¨
ź

pPZ Primzahl
p”3 mod 4

`

1´ p´s
˘´1

¨
ź

pPZ Primzahl
p”1 mod 4

`

1´ p´s
˘´1

¨
ź

pPZ Primzahl
p”3 mod 4

`

1` p´s
˘´1

¨
ź

pPZ Primzahl
p”1 mod 4

`

1´ p´s
˘´1

“ ζpsq ¨
ź

p ist Primzahl

`

1´ χ4ppqp
´s
˘´1

“ ζpsq ¨ Lps, χ4q,

(12.50)

wobei wir im vorletzten Schritt die Definition der Riemannschen Zetafunktion und im letz-
ten Schritt die Produktdarstellung 12.16 der L-Funktion benutzen. Wir haben somit Theo-
rem 12.21 überprüft.

Als nächstes wollen wir die Dirichletsche Klassenzahlformel überprüfen. Aufgrund der
Bemerkung 12.24 und da Zris ein Hauptidealring ist, folgt, dass Qpiq Klassenzahl 1 hat.
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Für Qpiq ist die Diskriminante d “ ´4, die Anzahl Einheiten w “ 4 und aus Beispiel
12.18 (2) wissen wir, dass Lp1, χ4q “

π
4 . Es gilt, da d ă 0, dass

(12.51) h “
w
a

|d|

2π
Lp1, χ4q “

4
a

| ´ 4|

2π

π

4
“ 1.

(2) Sei K “ Qp
?
´3q. Dann erhält man analog zu (1)

(12.52) ζQp
?
´3qpsq “ ζpsq ¨ Lps, χ3q.

Da der Führer von χ6 3 ist, können wir χ6 schreiben als χ6 “ χ3 ˝ ψ, wobei

pZ{6Zqˆ Ñ pZ{3Zqˆ

1̄ ÞÑ 1̄,

5̄ ÞÑ 2̄.

(12.53)

Daher gilt,

(12.54) Lps, χ3q “

ˆ

1`
1

2s

˙´1

Lps, χ6q.

Wegen (12.40) gilt, dass

(12.55) Lp1, χ3q “

ˆ

1`
1

2

˙´1

Lp1, χ6q “
2

3

π
?

3

6
“
π
?

3

9
.

Wir können nun wieder den Dirichletschen Primzahlsatz überprüfen. Da OQp
?
´3q “ Zr 1`

?
´3

2 s

ein Hauptideal ist, gilt wieder aufgrund der Bemerkung 12.24, dass Qp
?
´3q Klassenzahl

1 besitzt.

Für Qp
?
´3q ist die Diskriminante d “ ´12 und die Anzahl Einheiten w “ 3. Es gilt,

da d ă 0, dass

(12.56) h “
w
a

|d|

2π
Lp1, χ6q “

3
a

| ´ 12|

2π

π
?

3

9
“ 1.

12.4. Dichtigkeitssätze. Zunächst führen wir zwei Definitionen ein, die die Dichte einer Menge
beschreiben. Diese benötigen wir dann um zwei wichtige Dichtigkeitssätze zu erklären.

Definition 12.26. Sei K ein Zahlkörper und M eine Menge von Primidealen von K. Dann heisst

(12.57) dpMq “ lim
sÑ1`

ř

pPM Nppq´s
ř

p Nppq
´s

die Dirichlet-Dichtigkeit von M, falls der Limes existiert.

Bemerkung 12.27. Die Dirichlet-Dichtigkeit nimmt einen Wert zwischen Null und Eins an, somit
0 ď dpMq ď 1. Ausserdem beträgt die Dirichlet-Dichtigkeit von der Menge aller Primzahlen
Eins. Jedoch ist diese nicht für jede Teilmenge der Primzahlen definiert. Eine endliche Menge an
Primzahlen hat Dirichlet-Dichtigkeit Null. Falls sich zwei Mengen von Primzahlen nur um endlich
viele Zahlen unterscheiden, so besitzen sie diesselbe Dirichlet-Dichtigkeit.

Wir können die Dichtigkeit einer Menge aber auch anders beschreiben.

Definition 12.28. Sei K ein Zahlkörper und M eine Menge von Primidealen von K. Dann heisst

(12.58) δpMq “ lim
xÑ8

ˇ

ˇ

 

p PM | Nppq ď x
(
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

 

p | Nppq ď x
(
ˇ

ˇ

die natürliche Dichtigkeit von M, falls der Limes existiert.

Bemerkung 12.29. Der Begriff natürliche Dichtigkeit kommt daher, dass die Dichte natürlich”,
beziehungsweise intuitiv definiert ist. Zum Beispiel ist die natürliche Dichtigkeit der geraden Zahlen
1
2 .
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Falls δpMq exisitiert, so existiert auch dpMq und es gilt, dass δpMq “ dpMq. Dahingegen impli-
ziert die Existenz von dpMq nicht die Existenz von δpMq.

Wir benutzen die Dirichletsche L-Reihe und die oben definierten Dichtigkeiten für zwei wichti-
ge Dichtigkeitssätze. Der erste Satz, den wir erläutern werden, ist Chebotarev’s Dichtigkeitssatz,
benannt nach dem sowjetischen Mathematiker NIKOLAI GRIGORIEVICH CHEBOTAREV. Der
Satz ist von Bedeutung, da er besagt, dass die Dichte der Menge aller unverzweigten Primideale
endlich ist und existiert, und da aus ihm folgt, dass eine galloissche Erweiterung durch die Menge
aller unverzweigten Primideale endeutig bestimmt ist.

Theorem 12.30. (Chebotarev’s Dichtigkeitssatz). Sei L eine endliche galoissche Erweiterung
über dem Körper K mit der Gruppe G. Sei p ein unverzwigtes Primideal von L. Sei C Ă G
Konjugationsinvariant. Des Weiteren sei die Menge aller unverzweigten Primideale von K gegeben
durch

(12.59) AC “

!

p Ă OK

ˇ

ˇ p unverzweigt in L und

ˆ

L{K

P

˙

P C für ein Primideal über p
)

,

wobei
´

L{K
P

¯

der Frobeniusautomotphismus von P über K. Dann hat die Menge AC die natürliche

Dichtigkeit

(12.60) δpACq “ lim
xÑ8

ˇ

ˇ

 

p P AC | Nppq ď x
(
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

 

p Ă OK | Nppq ď x
(
ˇ

ˇ

“
|C|

|G|
.

Für den Beweis von Theorem 12.30 siehe Kapitel VII.13 in Algebraische Zahlentheorie [4].

Als nächstes formulieren wir den Chebotarev’s Dichtigkeitssatz für eine Körpererwiterung über
Q. Sei also L eine endliche Galoissche Erweiterung über dem Körper K “ Q. Sei G “ L{Q die
dazugehörende Galoisgruppe. Sei C Ă G Konjugationsinvariant. Des Weiteren sei die Menge aller
unverzweigten Primideale von Q gegeben durch

(12.61) AC “

!

ppq Ă Z
ˇ

ˇ ppq unverzweigt in L und

ˆ

L{Q
P

˙

P C für ein Primideal über ppq
)

,

wobei
´

L{Q
P

¯

der Frobeniusautomotphismus von P über Q. Dann hat die Menge AC die natürliche

Dichtigkeit

(12.62) δpACq “ lim
xÑ8

ˇ

ˇ

 

ppq P AC | Nppq ď x
(
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

 

ppq Ă Z | Nppq ď x
(
ˇ

ˇ

“
|C|

|G|
.

Der zweite Dichtigkeitssatz ist der Dirichletsche Primzahlsatz. Dieser besagt, dass eine arithmeti-
sche Folge

(12.63) a, a` n, a` 2n, a` 3n, ...

immer unendlich viele Primzahlen enthält, das heisst, dass unendlich viele Primzahlen kongruent
zu a modulo n existieren.

Theorem 12.31. (Dirichletscher Primzahlsatz). Seien a P Z und n P N teilerfremd. Dann
existieren unendlich viele Primzahlen die kongurent zu a modulo n sind. Die Menge der Prim-
zahlen, die kongurent zu a modulo n sind, besitzen die natürliche Dichte δptp ist Primzahl | p ”
amodnuq “ 1

ϕpnq , wobei ϕpnq “ |tb P N | 1 ď b ď n und ggTpb, nq “ 1u| die Eulersche Phi-Funktion

ist.

Da Chebotarev’s Dichtigkeitssatz eine Verallgemeinerung des Dirichletschen Primzahlsatzes ist,
werden wir ihn verwenden, um den Primzahlsatz zu beweisen.

Beweis. Sei n P N und L “ Qpξnq eine endliche galoissche Erweiterung über dem Körper K “ Q,
wobei ξn eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Die Galoisgruppe G “ L{K ist isomorph zu den
invertierbaren Elementen von Z{nZ, da

GÑ pZ{nZqˆ

pξn ÞÑ ξanq ÞÑ pamodnq.
(12.64)
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Da die Menge der verzweigten Primideale endlich ist und diese somit nicht zu der Dichte bei-
tragen, betrachten wir nur unverzweigte Primideale.

Sei also P ein unverzweigtes Primideal über einem Primideal ppq, wobei p - n. Aus der Vorlesung
über den lokalen Frobenius, wissen wir, dass dieser gegeben ist durch

(12.65)

ˆ

L{Q
P

˙

ξn “ ξpn.

Wegen dem Isomorphismus (12.64) folgt, dass

(12.66)

ˆ

L{Q
P

˙

” pmodn.

Da G abelsch ist, hat jede Konjugationsklasse genau ein Element. Sei also C “ tau die Konjuga-
tionsklasse von a, dann gilt |C| “ 1. Sei die Menge aller unverzweigten Primideale von Q gegeben
durch

AC “

!

ppq Ă Z
ˇ

ˇ ppq unverzweigt in L und

ˆ

L{Q
P

˙

P C für ein Primideal über ppq
)

“ tp ” amodnu,

(12.67)

wobei die letzte Äquivalenz aus (12.66) folgt.

Wir wenden nun den Chebotarev’s Dichtigkeitssatz in der Form (12.62) an.
(12.68)

lim
xÑ8

|tp ” amodn | p ď xu|

|tp ď xu|
“ lim

xÑ8

ˇ

ˇ

 

ppq P AC | Nppq ď x
(
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

 

ppq Ă Z | Nppq ď x
(
ˇ

ˇ

“
|C|

|G|
“

1

|pZ{nZqˆ|
“

1

ϕpnq

Im vorletzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass es in jeder Konjugationsklasse genau ein Element
hat und, dass G isomorph zu pZ{nZqˆ ist.

Definiere nun folgende Äquivalenzrelation:

(12.69) fpxq „ gpxq ðñ lim
xÑ8

fpxq

gpxq
“ 1.

Aus (12.68) folgt nun, dass

(12.70) lim
xÑ8

|tp ” amodn | p ď xu|

|tp ď xu| ¨ 1
ϕpnq

“ 1.

Folglich gilt, dass |tp ” amodn | p ď xu| „ |tp ď xu| ¨ 1
ϕpnq . Da unendlich viele Primzahlen

existieren, konvergiert die rechte Seite gegen unendlich, somit auch die Linke. Wir erhalten also,
dass unendlich viele Primzahlen existieren, welche kongurent zu amodn sind. �

Für einen alternativen Beweis siehe Kapitel 8.6 in Einführung in die algebraische Zahlentheorie
[5]. Der Beweis verwendet die Tatsache, dass der Wert der Dirichletsche L-Funktion eines Dirichlet-
Charakters modulo n an der Stelle s “ 1 nicht Null ist.
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